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Résumé
Le but de ce mémoire et 'objet de 'article [17] est de catégorifier la
forme intégrale 4f du groupe quantique U~ = U, (g), ot g désigne une

algebre de Kac-Moody simplement lacée et U™ la déformation quan-
tique de 'algebre enveloppante de la partie "triangulaire inférieure"
de g. Pour cela, a chaque graphe I' sans boucle ni arréte multiple,
on associe une famille d’algebres graduées, définies géométriquement
a l'aide de tresses et qui dans certains cas reproduisent des algebres
de nilHecke. On consideére les catégories de modules gradués projectifs
sur ces algebres, et plus précisément leurs groupes de Grothendieck.
La somme directe de ces groupes, i.e. le groupe de Grothendieck de la
somme directe des catégories précédentes, peut alors étre muni d’une
structure de A-bialgebre graduée tordue, qui n’est autre que celle de
la forme intégrale 4f. Cette catégorification permet finalement d’en
définir une autre, cette fois-ci en termes de foncteurs.
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1 Introduction

Ce mémoire porte sur l'article [17] de Khovanov et Lauda. Le but est d’en
détailler sa présentation, d’introduire les notions nécessaires et connexes a
son propos et donner (parfois corriger) des démonstrations de résultats sim-
plement énoncés ou partiellement prouvés.

Dans les parties 3, 4 et 8, les résultats seront la plupart du temps démontrés,
on indiquera des références pour les autres. Leurs exposés ne reprend pas
celui d'un ouvrage existant, excepté pour quelques passages classiques que
I’on indiquera. Il est organisé dans le but de fournir les outils nécéssaires a
la compréhension de 'article, avec le souci d’étre suffisamment complet afin
de bien saisir la nature ces dits outils. Les parties 5, 6 et 7 seront, quant a
elles, une simple exposition des théories et résultats qui dessinent ’arriére-
plan mathématique sur lequel s’inscrit 'article. Leur compréhension n’étant
de prime abord pas nécessaire pour appréhender ce dernier, on se contentera
d’en donner une présentation sans démonstration la plupart du temps. Enfin
les parties 9, 10 et 11 représentent ’article lui-méme. On y suivra son dérou-
lement, tout en le détaillant, et on essaiera de l'inscrire naturellement dans
le prolongement des parties précédentes.

La partie 2 regroupent quelques résultats divers et utiles en algebre. On
y parle de présentations par générateurs et relations d’un groupe, des po-
lynémes symétriques et de familles libres et génératrices dans le cadre de
modules sur un anneau.

La partie 3 traite des modules et des représentations dans un cadre légere-
ment plus général que d’ordinaire. On y introduira ainsi la notion de module
et de représentation gradués. On commencera par introduire les objets et
les définitions spécifiques a la notion de graduation. Les sections suivantes
seront plus classiques, dans le sens ou 'on développera plusieurs aspects de
la théorie ordinaire des modules, en prenant soin de les adapter a notre ob-
jet, celui des modules gradués. Les modifications a apporter seront souvent
minimes, voire inexistantes, et d’un point de vue formel la graduation n’ap-
portera que peu de différences. Parfois néanmoins, il ne s’agira plus d’une
simple généralisation et I'on verra apparaitre ses spécificités et ses utilités.
Celles-ci consistent principalement a décomposer une structure en parties
plus "petites". Dans le cas d’une algebre sur un corps par exemple, il peut
étre intéressant de partitionner cette derniere en morgeaux de dimension finie
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et de méme pour un module.

Dans 'ordre, 'on évoquera les notions de module projectif, de réductibilité,
de suites de compositions, on parlera également des théorémes de Krull-
Schmidt, d’extension des scalaires et d’enveloppes projectives.

La partie 4 traite des catégories. Apres 'introduction des premieres notions,
on s’intéresse aux catégories additives et abéliennes, puis aux groupes de
Grothendieck de celles-ci. On fait alors le lien avec la partie précédente pour
parler des catégories (additives ou abéliennes) de modules (gradués). No-
tons au passage que la notion de catégorie abélienne est une axiomatisation
des catégories de modules (sans graduation), ce que le théoréeme de Freyd-
Mitchell justifie a posteriori. On traite pour finir des opérations d’induction
et de restriction, que 'on exprime dans le langage catégoriel.

La partie 5 est un exposition de la théorie des algebres de Lie. Apres la
présentation de la structure algébrique de ces derniéres, on s’intéresse au
développement classique de la théorie des algebre de Lie semisimples de di-
mension finies, qui débute sur les sous-algebres torales (ou les sous-algebres
de Cartan), poursuit avec la décomposition en sous-espaces de poids, puis
avec les systémes de racines, les matrices de Cartan et les diagrammes de
Dynkin. On rappelle le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt et les présenta-
tions par générateurs et relations des algebres de Lie. On généralise enfin
I'encodage que représentent les matrices de Cartan (ou les diagrammes de
Dynkin) pour définir les algebres de de Kac-Moody.

La partie 6 commence par introduire les algebres de Hopf. On présente en-
suite la quantification de I’enveloppe projective des algebres de Lie, en com-

mangcant, par le cas sly. Ces groupes quantiques sont munis d’une structure
d’algebre de Hopf.

La partie 7 présente I'algebre f et sa forme intégrale 4f, ou A désigne I'an-
neau Z[q,q~']. On parle avant cela de bialgébres graduées tordues, structure
dont seront munies les algebres f et 4f. On conclut en remarquant, que pour
les structures d’algebres associatives, on retrouve avec f la partie "triangu-
laire inférieure" des quantifications U,(g) pour une algebre de Kac-Moody g.

La partie 8 est consacrée au groupe symétrique (ou l'on parle surtout de la
notion de longueur d’une permutation), des sous-groupes de Young et d'un
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certain type d’algebre de nilHecke.

La partie 9 correspond au début de I'article, en particuler a la définition et
aux propriétés des algebres R(v), ou v est un combinaison linéaire de sommets
d’un graphe I' simplement lacé et sans boucle, muni d’une forme bilinéaire
(qui représente la matrice de Cartan dans le cas ot I" est le graphe de Dynkin
d’une algebre de Kac-Moody simplement lacée). On donne une construction
de ces algebres 1égerement différente de celle de Darticle, a savoir par géné-
rateurs et relations. Cela aura 'avantage de faciliter les démonstrations qui
suivront. On accorde par ailleurs une intention importante aux exemples, qui
s’averent étre fondamentaux. Notons que la partie 8 fournit en grande partie
les outils de compréhension de cette neuvieme partie.

La partie 10 traite des catégories de modules gradués sur R(r) pour un
v fixé. On montre que les groupes de Grothendieck Go(R(v)) et Ko(R(v))
des catégories respectives R(v)—fmod et R(rv)—pmod (modules de dimen-
sion finie et modules projectifs) admettent une .A-base finie de méme car-
dinal. On étudie les foncteurs d’induction et de restriction pour I'injection
R(v) ® R(V') — R(v + V') et on observe que ces opérations se comportent
bien vis-a-vis des modules projectifs. Le théoréme de Mackey dans le cas des
algebres R(v) est énoncé, et porte en substance le bien-fondé de la structure
de bialgebre graduée tordue que les foncteurs de restriction et d’induction
vont fournir & Ko(R) = @ Ko(R(v)).

La partie 11 porte sur la catégorification en elle-méme. On commence par
regrouper en somme directe R—pmod les catégories R(v)—pmod, et on vé-
rifie que le groupe de Grothendiek correspondant Ky(R) est (presque) muni
d’une structure de bialgebre graduée tordue. On montre alors que pour ces
structures, 4f s’injecte dans Ky(R), tout en préservant d’autres opérations.
La preuve de la surjectivité utilise des méthodes que Kleshchev a employées
dans [10] pour les algebre de nilHecke dégénérées affines. On conclut finale-
ment avec des applications, tant au niveau des R(r)-modules, de la bialgébre
Af, que de la catégorification elle-méme puique l'on en propose une autre,
exprimée en termes de foncteurs.

Les deux dernieres sections 3.3 et 3.4 de l'article ont été omises dans le

mémoire.
Il s’avere que les auteurs de l'articles aient fait des erreurs (dans ce qui
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correspond ici aux parties 10 et 11). Plusieurs ne sont pas importantes mais
d’autres sont plus génantes. Toutefois, on arrive finalement & les contourner
et les résultats finaux ne sont pas remis en cause. A une exception peut-
étre : l'existence d’'une comultiplication sur Ky(R) totalement intrinseque a
R—pmod n’est peut-étre en fait pas possible. Toutes ces complications sont
commentées au long du mémoire dans des remarques, ot l’'on donne a chaque
fois des contre-exemples pour les résultats érronés.

Il sera a chaque fois indiqué, le cas échant, la provenance (méme partielle)
des démonstrations proposées.
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2 Généralités
2.1 Présentation par générateurs et relations

On suppose connu les notions de groupe libre et de présentation par géné-
rateurs et relations. Le but de cette section est, étant donné une présenta-
tion d'un groupe par générateurs et relations, de relier ses relations, avec les
transformations possibles sur les mots (dont les lettres sont les générateurs
du groupe).

De fagon plus précise, soit X un ensemble de lettres (non nécessairement
fini) et R un ensemble (non nécessairement fini) de relations {ry = 71"}, 4,
ol pour tout A, 7y et 7} sont des mots sur X U X! Soit G le groupe de
présentation < X | R >. On consideére le graphe G, dont les sommets sont les
mots sur X UX !, et tel que deux sommets x et y sont reliés si et seulement
si il existe une suite finie de mots zo,...,z, (ot p € N), avec zy = z et
x, =y, tels que pour i € {0,...,p — 1}, x;11 s’obtient a partir de x;, soit en
supprimant dans ce dernier aa~! ou a"'a (pour a € X), soit en y insérant
aa~! ou a~ta, soit en y remplagant (pour un A € A) 7y par ry ou r} par ry.

Théoréme 2.1.1. Deux mots z et y sur X U X! ont la méme image dans
le groupe G si et seulement s’ils sont reliés dans le graphe associé G.

Démonstration. On voit facilement par récurrence sur p que si x et y sont
reliés dans G, alors ils sont égaux dans G. Montrons la réciproque.

Le groupe G est le groupe libre F' engendré par X, quotienté par le sous-
groupe normal N engendré par la famille {r) 7‘3\_1}/\6 - Considérons 'en-
semble Z des mots z, tels que z soit relié dans G au mot vide. Son image dans
le groupe libre F est un sous-groupe normal, contenant la famille {r) ri\_l} AEA
et donc N tout entier. La seule difficulté est de vérifier la stabilité par pas-
sage a l'inverse. Pour le voir, il faut remarquer que si un mot z est obtenu
a partir d’'un autre mot x; en remplagant dans ce dernier (pour un A € A)
(r;l par 1"’{1 ou 7{\71 par ry ', alors z; et o sont reliés dans G. En effet, par
exemple, en ajoutant 'y’ ;1 dans z; a droite de r;l, en remplacant 1’ par
T, puis en supprimant T{l r), on obtient x5. Si x et y ont la méme image
dans le groupe G, il existe, d’apres ce qui précede, z € Z, tel que 'égalité
x = yz ait lieu dans G. z étant relié au mot vide dans G, x l'est & y, ce qui
conclut la démonstration. O]
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2.2 Quelques lemmes

Lemme 2.2.1. Soit A un anneau (non nécessairement commutatif ou uni-
taire), et B un sous-anneau de A, tel que (a,) . soit une base de A vu
comme B-module a gauche. Alors (a,),er est une base de Afzy , A € A] vu
comme B[z) , A € A]-module & gauche.

Démonstration. Le fait que la famille soit génératrice est évident. Pour la
liberté, si > fy - ay = 0, ot (f,),er est une famille presque nulle de
Blz) , A € A], les coefficients devant chaque mondéme de la somme sont nuls.
(a’Y)'yeF étant libre sur B, les coefficients de chaque mondme des f., sont nuls,
ce qui conclut la démonstration. O

Lemme 2.2.2. Soit A un anneau (non nécessairement commutatif ou uni-
taire), et B un sous-anneau commutatif de A. Soit alors b;; (avec 1 <,5 < p)
des éléments de B, tels que

bii b - blp
. . # 0'
bpl bp? bpp
Alors les éléments
b1 b12 blp
ba1 baa pr
bpl bp? bp

constituent une famille libre du A-module a gauche AP.

Démonstration. Les b;; définissent naturellement une application linéaire du
groupe additif (A)?. Le fait que le déterminant soit non nul implique 1'exis-
tence d'un inverse a gauche de cette application (grace a la comatrice), ce
qui prouve son injectivité, et par suite, la liberté de la famille. Ol

Remarque 2.2.1. On peut noter par ailleurs que dans le cas particulier ou
B est inclus dans le centre de A, 'application définie dans le lemme précédent
est en fait linéaire sur le A-module a gauche AP.
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2.3 Les polynomes symétriques

Soit A un anneau unitaire (pas forcément commutatif). On note

Alzy, zo,. .., Ty
Panneau des polynomes a m indéterminées, et Alzy,xo,. .. ,xm}s”‘ le sous-
anneau des polynémes symétriques (invariants sous I'action naturelle de S,,,).
Les polynomes symétriques élémentaires o1, . . ., 0, sont définis de la maniére
suivante :
oL = Z AN AL
i1 <ig<...<ik

On rappelle le théoreme fondamental suivant :

Théoréme 2.3.1. Supposons A commutatif et intégre. Pour tout polynome

symétrique f € Ay, o, ..., xm] ", il existe un unique g € Alzy, 29, ..., T
tel que

f=glo,09,...,0m0).
Démonstration. Voir [3, chapitre 8, théoréme 8.14]. O
Théoréme 2.3.2. Alxy,...,x,] est un module libre de rang m! sur I'anneau
Alzy, ... 2]
Démonstration. la preuve s’inspire en partie de [13, p. 207].

Montrons que (z1*'... %1%, 0 < oy < m — i — 1) est une base. On
procede par récurrence sur m.

On note o{,...,0/,  les polynémes symétriques élémentaires en s, ..., Tp,.
On a la suite d’inclusion d’anneau suivante :

Alzy, .. 2m]"™ C Alzg, .. 2] 1] C Alza, . .., 2] [21] = Al .. ., Tl

La premiére inclusion provient du fait qu'un polynéme symétrique de Az, ..., ],
vu dans Alzg, ..., zy][z1], a pour coefficient des polynomes symétriques

de Alxg,...,xy]. Par hypotheése de récurrence et d’apres le lemme 2.2.1,

on sait que (x2® ... %y, 1", 0 < a; < m — ¢ — 1) est une base de
Alzy, ... ,xm}s’”‘l [x1]. Tl reste donc & voir que (1, x1,...,27™ ') est une base

de Alzg, ..., @] ™ [x1] sur Alzy, ..., 2", Les relations

/ / / / /
o1 =01+, 03=09+210y, ..., Opm_1=0,,_1+T10,,_ o,

10
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permettent de voir, d’apres le théoreme fondamental, que (z®, a > 0) est
une famille génératrice, et aussi que

= Y (=)o

1<i<m

ce qui permet de conclure que (1,xq,..., 7™ !) est génératrice. Reste & voir
que cette famille est libre.

Supposons que l'on ait

fotfizi+ . fma ™ =0,

ou les f; sont des polynomes symétriques a m variables. Alors, par ’action
du groupe symétrique, on a également

fot+tfizit .o fma ™ =0,

pour tout 1 <4 < m. On en déduit que les f; sont nuls car le déterminant
de Vandermonde

1 X1 e xlm_l

1 T, e xmmfl

est non nul. D’apres le lemme 2.2.2, on en déduit que les f; sont nuls.

]

11
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3 Modules et représentations

Le but de cette partie est de présenter la théorie élémentaire des modules (et
des représentations) dans un cadre légérement plus général que d’ordinaire,
celui des modules gradués. Il s’agit bel et bien d’une généralisation puisque
tout module posséde une graduation triviale sur le semi-groupe (0).

La section 3.2 définit la notion de graduation et en donne quelques résultats
spécifiques. Les sections suivantes ne sont a peu de choses prés qu’une répé-
tition de la théorie classique des modules, que 1'on prend soin d’adapter au
cas des graduations. Pour ne pas alourdir I’exposé, les définitions de certaines
notions, bien qu’encore valables dans le cadre des graduations, seront alors
omises ou rapidement évoquées.

3.1 Conventions

Dans toute la suite du mémoire, sauf précision supplémentaire, k désignera
un anneau (associatif) unitaire commutatif, A un anneau (associatif) uni-
taire (pas forcément commutatif). Nous entendrons par module M (resp. a
gauche et a droite) sur A un groupe abélien sur lequel A agit (resp. a gauche
et a droite). Si cette action est unitaire, le module sera dit unitaire.

Une répresentation a gauche de A est la donnée d'un groupe abélien M et
d’un morphisme d’anneau de A vers Endz (M), 'anneau des endomorphismes
de groupe de M. Une représentation est unitaire si le morphisme est unitaire.
Pour les représentations a droite, le morphisme est un anti-morphisme d’an-
neau. Les notions de représentation et de module sont équivalentes et dans
la suite nous confondrons les deux. De plus la théorie étant valable dans les
deux cas gauche et droite, nous supposerons par défaut que I'action se fait
a gauche. On rappelle qu'un module ou une représentation est fidele si le
morphisme A — Endy(M) est injectif.

L’anneau A est une k-algebre s’il est aussi un k-module unitaire et si les
deux structures de module et d’anneau sont compatibles. Il est équivalent de
se donner un morphisme d’anneau unitaire de k dans le centre de A. Nous
verrons plus tard une troisieme maniere de présenter la notion d’algebre qui
permettra de mieux comprendre celle de coalgebre et d’algebre de Hopf.

Un module ou une représentation sur une k-algebre A est un module ou une
représentation sur 'anneau A, ou de fagon équivalente un k-module sur le-
quel A agit de facon compatible (en terme de représentation par exemple, on
a un morphisme de k-algebre (unitaire ou pas) de A vers Endy (M), 'anneau

12
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des endomorphismes de k-module de M).

Tout anneau est une Z-algebre, on peut donc se placer dans le cadre non res-
trictif des k-algebres et de leurs modules et représentations. Sans précision
supplémentaire, les modules et les représentations seront supposés unitaires,
toutefois plusieurs des définitions et résultats qui suivent sont encore valables
dans le cas non unitaire.

3.2 Graduations

Définition 3.2.1. Un semi-groupe (G, *) est un ensemble muni d’une loi de
composition interne % associative, possédant un élément neutre (a droite et
a gauche) et réguliere (z x y = x * z implique y = z et y * © = 2z * = implique
Yy =2z).

Définition 3.2.2. Soit (G, +) un semi-groupe abélien. Une (G-)graduation
d’un k-module M est une décomposition en somme directe M = P M.
On dit alors que M est (G-)gradué. On appelle le sous-module M, un espace
homogene de degré (ou de poids) g, et ses éléments, des éléments homogenes

de degré (ou de poids) g.

Définition 3.2.3. Une (G-)graduation d’une k-algebre A est la donnée d’une
G-graduation du k-module A compatible avec la structure d’anneau : si a et
b sont respectivement des éléments homogenes de degré g; et go, alors ab est
homogene de degré g; + go. On dit alors que A est (G-)gradué.

On peut remarquer que dans le cas d’'une k-algebre graduée, I’élément neutre,
ou plus généralement tout élément idempotent, est obligatoirement de degré
nul. On sera parfois amené a considérer le cas A = k, la graduation sous-
entendue est la graduation triviale : kg = k.

Définition 3.2.4. Soit A une k-algebre G-graduée. Une (G-)graduation d’un
A-module M est une G-graduation du k-module M compatible avec la G-
graduation de A : si a est un élément homogene de degré g; de A et x un
élément homogene de degré g, de M, alors a.x est homogene de degré g; + gs.
On dit alors que M est (G-)gradué.

On définit également la notion de (A, B)-bimodule gradué, ou A et B sont
des k-algebres graduées.

Le fait de travailler avec un semi-groupe peut poser probléme dans le sens
ou 'on n’aimerait parfois utiliser 'opération différence. On peut contourner

13
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cet ennui en remarquant, du fait de la régalurité, que G s’injecte dans son
symétrisé H (un groupe abélien donc), i.e. son localisé par rapport a l'en-
semble de ses éléments non nuls. On étend la G-graduation de n’importe
quelle structure G-graduée en une H-graduation, en posant nuls les espaces
homogenes de poids h € H n’appartenant pas a G.

Définition 3.2.5. Soit M un k-module gradué (resp. un A-module gradué).
N est un sous-k-module homogene (resp. un sous-A-module homogene) de
M si c’est un sous-k-module (resp. un sous-A-module) tel que

N = nM,).

geG

On note que N est un sous-k-module homogene (resp. un sous-A-module
homogene) de M si et seulement s’il est engendré en tant que sous-k-module
(resp. en tant que sous-A-module) par des éléments homogenes. Dans ce cas
I'inclusion de N dans M est un morphisme de k-module gradué (resp. de
A-module gradué).

On définit de méme les sous-idéaux homogenes a gauche, a droite et bilateres,
ainsi que les sous-algeébres homogenes d’une k-algebre graduée. On peut alors
définir la notion de quotient gradué. Il existe, par exemple dans le cas d'un
sous-A-module homogene, une graduation canonique sur le quotient, telle
que la projection soit un morphisme de A-module gradué.

Enfin on note qu’il est possible de définir les notions de produit et somme
directs.

Définition 3.2.6. Soit A une k-algebre graduée. Un A-module M gradué
est dit fini si, considéré sans sa graduation, il est de type fini sur k; de type
fini si, considéré sans sa graduation, il est de type fini sur A.

On peut noter que dans les deux cas, cela signifie que M (considéré sans sa
graduation) est engendré par un nombre fini d’éléments homogenes, respec-
tivement sur k et sur A.

Définition 3.2.7. Les morphismes de k-module gradué, de k-algebre graduée
et de A-module gradué sont, respectivement, des morphismes de k-module,
de k-algebre et de A-module, qui préservent la graduation : un élément ho-
mogene est envoyé sur un élément homogene de méme degré, ou de fagon
équivalente, un espace homogene est envoyé dans ’espace homogene de méme
degré.

14
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Soit A une k-algebre graduée et M, N des A-modules gradués. A partir de
maintenant et dans toute la suite du mémoire, Homa (M, N) et Enda (M)
désigneront les morphismes (resp. les endomorphismes) de A-module gradué
(préservant la graduation donc) de M dans N (resp. de M). HOMa (M, N)
et ENDA (M) désigneront, quant a eux, les morphismes (resp. les endomor-
phismes) de A-module (ne préservant pas nécessairement la graduation donc)
de M dans N (resp. de M), ce qui revient en quelque sorte a oublier les gra-
duations de ces derniers. Lorsque ’on consideére les structures classiques sans
graduation, les deux notations sont adaptées puisque ces strutures ont une
(0)-graduation triviale. Cela justifie leur emploi et leve I’éventuelle contra-
diction avec les notations utilisées au début de partie.

Définition 3.2.8. Soit M un A-module gradué et g € G. On définit le
décalage de graduation M{g} comme étant le A-module M, muni de la
graduation (M{g})ﬁg/ = My, ou encore (M{g})g, =My_,.

On définit de méme un décalage pour les k-modules gradués et les k-algebres
graduées.

Définition 3.2.9. Soient M et N des k-modules gradués. f : M — N est
appelé un morphisme homogene (de k-module gradué) s’il existe g € G tel
que f soit un morphisme de k-module gradué de M{g} dans N, i.e. f envoie
My dans N, pour tout ¢’ € G. On définit de méme la notion de morphisme
homogeéne de A-module gradué.

Lemme 3.2.1. Soient A une k-algebre graduée et M, N des A-modules
gradués. Le sous-k-module de HOM, (M, N) engendré par les morphismes
homogenes admet la décomposition en somme directe

P Homa (M{g}, N),

geG

qui fait de lui un k-module gradué, une k-algebre graduée dans le cas ou
M = N, que I'on notera respectivement HOMA (M, N) et END/ (M)

Démonstration. Immeédiat. O

On peut noter qu'un A-module gradué M est la donnée d’une action homo-
gene dans le sens ot les éléments de 'algebre agissent comme des morphismes
homogenes de k-module gradué. En terme de représentation, c’est la donnée
d’un morphisme de k-algeébre graduée de A dans END{(M).

15
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Définition 3.2.10. On appelle A-module gradué libre, un A-module gradué,
tel qu’il existe une base du module considéré sans sa graduation, la base étant
constitué d’éléments homogenes.

On remarque qu’il est équivalent de dire qu’il existe un isomorphisme de
A-modules gradués avec un module de la forme @, A{g:}.

Lemme 3.2.2. Soient A une k-algebre graduée et M, N des A-modules
gradués. On suppose de plus que M est de type fini et que G est un groupe
(abélien). On a alors 'égalité

HOM4 (M, N) = HOMA (M, N),
qui fait de HOM4 (M, N) un k-module gradué.

Démonstration. M étant de type fini, il est engendré en tant que A-module
par un nombre fini d’éléments homogenes. Par suite M est le quotient d’un
module libre gradué de la forme L = @, , A{ga} (A ensemble fini), par
un sous-module homogeéne N. Notons (x,) la famille génératrice homogene
de M correspondante. Soit f € HOMa (M, N), f, est défini comme I'unique
morphisme de A-module qui envoie x sur la composante de degré g, + g de
f(zy). II faut montrer que f, est bien défini. Pour cela, on remarque qu’il
Pest sur L, reste donc a voir qu’il envoie N sur 0, ce que I'on vérifie aisément
puisque f envoie N sur 0. Les x) étant en nombre fini, les f;, non nuls sont
en nombre fini. D’apres leur définition et le fait que G soit symétrique, f en
est leur somme. ]

Définition 3.2.11. Soient A4, ..., A, des k-algebres graduées. La k-algebre
A =, A; définie comme le produit tensoriel sur k des algébres A;, hérite
d’une graduation canonique :

Ay = @ (A1)g, Ok (Az)g, ®k +++ Pk (An)g,,

g1+g2+-+gn=g
qui fait d’elle une k-algebre graduée.

On définit de méme une graduation canonique pour un produit tensoriel fini
de k-modules gradués. Par ailleurs, soient Ay, A,, ..., A, des k-algebres
graduées et My, M, ..., M, des modules gradués sur Ay, Ao, ..., A,
respectivement. Le k-module gradué M; ®, My ® - - - ®, M, est muni d’une
structure de (A1 Rk As R+ - R An)—module gradué, compatible avec la

16
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structure précédente de k-module gradué. Enfin si M et N sont des modules
gradués sur une k-algebre graduée A, respectivement a droite et a gauche,
le produit tensoriel M ® N est muni d’une structure de k-module gradué,
comme quotient de M ®, N par un sous-k-module homogene.

Lemme 3.2.3. Si on a des isomorphismes
MlgNla M22N2, aMngNn

de modules gradués sur Ay, Ag, ..., A, respectivement, alors on a un iso-
morphisme de (A1 Rk Ay R -+ - R An)—module gradué :

M, Qx My ®y - - - Q@ My, = N1 Qk Ny Qk -+ - Qk V.

Démonstration. Immeédiat. O

Soit M un A-module gradué fini et supposons que GG est un groupe. On note
M* = HOMg (M, k), le dual de M. Le lemme 3.2.2 fournit une graduation
(prendre A = k, muni de la graduation triviale), que 'on peut également
définir par

(M*)y = {p € M* [ p(My) =0 pour tout ¢ # —g}.

En d’autres mots (M*), = (M_,)*. La structure de A-module a gauche
gradué de M fait alors de M* un A-module a droite gradué (fini).

Proposition 3.2.1. Soient k un corps et M, N des A-modules gradués res-
pectivement a droite et a gauche. On suppose de plus que N et M ® N sont
finis, que M est de type fini et que G est un groupe. Le k-espace vectoriel
gradué (M ®@a N)* est isomorphe & HOM4 (M, N*).

Démonstration. A ¢ € (M®aN)*, on associe le morphisme de HOMa (M, N*) :
= @(r®-). Par ailleurs, a f € HOMa (M, N*), on associe la forme linéaire
@y [f(x)](y). On vérifie que cela définit deux morphismes de k-module
gradué, inverses 'un de 'autre. O

Remarque 3.2.1. Le lemme 4.4.5 montrera que 'on peut supprimer ’hy-
pothése M ®a N fini.

On suppose pour la fin de cette section que la graduation se fait sur Z, i.e.
(G, +) = (Z, +)'

17
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On note Z[q,q~'] le localisé de Z[q] par rapport a I'élément ¢ (i.e. le localisé
par rapport a la partie multiplicative {1, ¢, ¢?, ...}), ou encore le sous-anneau
de Z(q) engendré par ¢ et g~*. On note Z[[g]] I'anneau des séries formelles
a coefficients dans Z, et Z((q)) son corps des fractions, appelé 'anneau des
séries de Laurent. On note que toute série de Laurent s’écrit de maniere
unique sous la forme

Z caq®, ouag € Z et ¢, € Z pour tout a > ag.

a>agp

Définissons dés & présent des éléments de Z[qg| utilisés pour les groupes quan-

tiques. Soit m > 1, on désigne par [m] I’élément qZ:qq:lm et la factorielle

quantique [m]' par [m][m — 1]---[1]. Remarquons que l'on a bien défini
des éléments de Z|q], & coefficients positifs qui plus est, puisque [1] = 1
et (m] =¢m 2+ ¢+ + g™ 4 g™ pour m > 2.

Définition 3.2.12. Soit M un A-module gradué et f € Z((¢,q™')) un po-
lynéme de Laurent, dont les coefficients sont positifs. On note M/ ou M®/
la somme directe de copies de M dont les graduations sont décalées de telle
sorte que, pour tout a € 7Z, le nombre de modules M{a} intervenant dans la
somme soit le coefficient de ¢*.

Définition 3.2.13. Soient k un corps et M un k-module gradué dont la
graduation est minorée (les espaces homogenes sont nuls pour a € Z suffi-
samment petit) et les espaces homogenes de dimension finie. On définit alors
la dimension graduée de M, que I'on note gdim, (M), 'élément de Z((q,q "))
dont la valeur du coefficient ¢* est défini comme la dimension de 1’espace ho-
mogene M,.

Remarque 3.2.2. Si on suppose de plus que la graduation est majorée, alors
gdim, (M) € Z[q,q7"].

Lemme 3.2.4. Soient k un corps, M, N deux k-modules dont la graduation
est minorée et les espaces homogenes de dimension finie et f un polynéme de
Laurent, dont les coefficients sont positifs. On a dans Z((g,¢™")) les égalités
suivantes

(a) gdimy(M{a}) = ¢* gdim,(M);
(b) gdimy, (M @ N) = gdimy (M) + gdimy (N) ;
(c) gdimk(Mf) = f gdimy (M);

18
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Démonstration. Simples vérifications. O

Lemme 3.2.5. Soient M et N des A-modules respectivement & droite et a
gauche gradués. Supposons de plus que M soit de type fini. Si la graduation
de N est bornée (majorée et minorée) alors il en de méme de M ®4 N.

Démonstration. Soient xi,xa, ..., T, une famille génératrice d’éléments ho-
mogenes de M. Soit a > b dans Z tels que la graduation de N soit nulle
pour les degrés inférieurs strictement a a et supérieurs strictement a b, on
note n = b — a + 1. Tout élément homogene de A de degré plus grand ou
égal a n agit par 0 sur N. Il existe d € Z tel que si une combinaison linéaire
homogene ) ;jTj.a; est de degré plus grand que d, alors les degrés des a;
sont plus grand que n. Puisque les éléments x; engendrent M, tout élément
homogene de degré plus grand que d est une combinaison linéaire homogene
> Tj.aj, avec deg(a;) > n. Il existe également d’' € Z tel que tout élément
homogene de M ®@a N de degré plus grand que d’ s’écrivent comme un somme
d’élément de la forme x ® y avec x € M de degré plus grand que d et y € N.
Orz@y=> ;(r.0)®y = > ;2 ®a;y = 0 car deg(a;) > n. Ainsi la
graduation du produit tensoriel est majorée par d’. On procede de la méme
maniere pour la minoration. O

3.3 Quelques lemmes

Définition 3.3.1. Soit M un A-module gradué et a € A homogene. On note
a.M le sous-k-module homogene de M, constitué des éléments de la forme
a.x, avec v € M.

Définition 3.3.2. Soit M un A-module gradué et A un ensemble d’élément
de A homogenes. On note A.M le sous-k-module homogene de M, engendré
par les éléments de la forme a.x, avec a € A et x € M.

Remarque 3.3.1. Soit M un A-module gradué et A un sous-k-module ho-
mogene de N. On note encore A.M le sous-k-module homogene de M, en-
gendré par les éléments de la forme a.x, avec a € A et x € M. On retrouve
la définition précédente en remarquant que A.M = F.M pour toute famille
génératrice F' de A, constituée d’éléments homogenes. En particulier, A.M
est également défini dans le cas ou A est un idéal a gauche homogeéne de A.

19



MODULES PROJECTIFS 20

Lemme 3.3.1. Soit M un A-module a gauche gradué et a € A idempotent.
On a l'isomorphisme de k-module gradué suivant :

aM=aA ®x M.

Démonstration. A o/ @z, on associe d’.x € a.M, ce qui définit une application
k-linéaire de aA ® o M dans a.M préservant la graduation (a est homogene
de degré 0 car il est idempotent).

D’autre part, a y € a.M, on associe a ® y, définissant également une appli-
cation k-linéaire de a.M dans aA ® o M. L’idempotence de a assure que les
deux applications sont inverses I'une de I'autre. Ol

Lemme 3.3.2. Soit M un A-module a droite gradué et a € A idempotent.
On a l'isomorphisme de k-module gradué suivant :

M.a= M ®a Aa.
Démonstration. Preuve semblabe a la précédente. O

Lemme 3.3.3. Soient A et B deux k-algebres graduées, a un élément idem-
potent de A. Si M est un (A, B)-bimodule, alors on a l'isomorphisme de
B-module a droite gradué

aM=aA ®x M.

Si M est un (B, A)-bimodule, alors on a l'isomorphisme de B-module a
gauche gradué
M.a = M Qa Aa.

Démonstration. Il suffit de reprendre la démonstration des deux lemmes pré-
cédent, en remarquant que les isomorphismes construits sont B-linéaires. [

3.4 Modules projectifs

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette partie, nous omettrons
le mot "gradué'. A moins qu’il ne soit spécifié le contraire, tous les objets
seront toutefois a considérer dans le cadre d'une graduation (sous-module,
idéal, morphisme ...).

Définition 3.4.1. Un A-module P est dit projectif s’il est un facteur direct
d’un A-module libre.
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Proposition 3.4.1. Le A-module P est projectif si et seulement si pour tout
A-modules M et N, pour tout A-morphisme f : P — M et A-morphisme
surjectif g : N — M, il existe un relévement (pas forcément unique) h: P —
N (i.e un A-morphisme qui vérifie g o h = f).

La proposition s’illustre sur le diagramme commutatif suivant :

h Ve
al

v

Démonstration. Supposons que P soit un facteur direct d’'un A-module libre
L. Soient M, N, f et g donnés comme dans I’énoncé et (z,),ep une base
homogene de L (A est un ensemble fini ou infini). On note p la projection
de L sur P et i I'inclusion de P dans L. Pour chaque A, par surjectivité
de g, il existe yy € N homogene tel que g(yx) = (f o p)(zy). On définit
hy : L — N comme l'unique morphisme envoyant x, sur y, (qui sont bien de
méme degré). h = hy o i est alors un relevement de f.

L
/-
gt
/
h1 / P

/ v

h

/ // if
N

Réciproquement, supposons que P possede la propriété de relevement de
I’énoncé. Comme pour tout module, il existe un A-module libre L tel que
P en soit un quotient. Notons p la projection. Le but est de construire une
section ¢ : P — L, c’est-a-dire un morphisme vérifiant p o ¢ = id. Or en
prenant f =id et g = p, h est alors le i recherché.
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Lemme 3.4.1. Toute suite exacte courte de A-modules
0-N-M-—>P—0

avec P projectif se scinde. De fagon équivalente, M est la somme directe de
N et M.

Démonstration. On utilise la propriété de relevement du module projectif P,
assurée par la précédente proposition. La méthode de démonstration est alors
la méme que celle de la deuxieme partie de la preuve précédente. O

Lemme 3.4.2. Un A-module P projectif et de type fini est un facteur direct
d’un module libre de type fini.

Démonstration. En utilisant la propriété de relevement du module projectif
P, assurée par la proposition 3.4.1, il suffit d’en reprendre la deuxiéme partie
de la preuve, en remarquant que ’on peut choisir L de type fini. O

3.5 Complete réductibilité

Définition 3.5.1. Un A-module M est dit irréductible si M # 0 et s'il
n’admet que 0 et lui-méme comme sous-A-modules. Il est dit complétement
réductible s’il peut s’écrire comme somme directe de sous-A-modules irré-
ductibles.

Définition 3.5.2. Une k-algebre A est dite semi-simple a gauche (resp. a
droite) si elle completement réductible en tant que A-module & gauche (resp.
a droite).

Lemme 3.5.1 (Lemme de Schur). Soient M et N deux A-modules irréduc-
tibles et f € Homa (M, N). On a f =0 ou f bijective.

Démonstration. Le noyau de f est soit vide, soit M tout entier. Le second
cas implique f = 0. Le premier implique que I'image de f est non nulle, donc
égale a N, ce qui signigie que f est bijective. Ol

Lemme 3.5.2. Supposons que k soit un corps algébriquement clos. Soit
M un A-module irréductible. Alors tout f € Enda (M) est une homothétie
vectorielle. En d’autres termes, Enda (M) = k, ot k est muni de la graduation
triviale.
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Démonstration. Soit f € Enda (M), k étant algébriquement clos, f admet
une valeur propre A € k. En d’autres termes, le noyau de I’endomorphisme
f — Aid est non vide, donc égal & M tout entier, ce qui conclut la preuve. [

Lemme 3.5.3. Supposons que k soit un corps algébriquement clos. Soit
M un A-module irréductible. Alors tout élément du centre de A agit par
homothétie vectorielle. De plus un élément central homogeéne de rang non
nul agit par 0.

Démonstration. Soit pour commencer x un élément central homogene. Celui-
ci définit un A-endomorphisme homogene de M. k étant algébriquement clos,
x admet une valeur propre A € k. En d’autres termes, le noyau du morphisme
homogene x — Aid est non vide, donc égal & M tout entier. On voit que si le
degré de x est non nul, nécessairement A = 0. On conclut la démonstration en
remarquant qu’un élément central quelconque est une somme finie d’éléments
centraux homogenes. Ol

Définition 3.5.3. Soit M un A-module. On appelle sous-module de M
maximal (resp. minimal) s’il est un élément maximal (resp. minimal) parmi
I’ensemble des sous-modules différents de M.

On peut noter qu'un sous-A-module N de M est minimal si et seulement si il
est irréductible, et qu’il est maximal si et seulement si M /N est irréductible.

Lemme 3.5.4. Un A-module M de type fini admet un sous-A-module maxi-
mal.

Démonstration. Conséquence du lemme de Zorn. Ol
Définition 3.5.4. Soit M un A-module. M est dit noethérien s’il vérifie

I’une des propriétés équivalentes suivantes :

(i) tout ensemble non vide de sous-A-modules de M posséde un élément
maximal,

(ii) toute suite croissante de sous-A-modules est stationnaire a partir d’un
certain rang,

(iii) tout sous-A-module est de type fini.

Définition 3.5.5. Soit M un A-module. M est dit artinien s’il vérifie I'une
des propriétés équivalentes suivantes :
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(i) tout ensemble non vide de sous-A-modules de M possede un élément
minimal,

(ii) toute suite décroissante de sous-A-modules est stationnaire a partir
d’un certain rang.

Remarque 3.5.1. Soit k un corps. Un A-module M fini (de dimension finie
sur k) est noethérien et artinien.

Lemme 3.5.5. Tout sous-A-module et tout quotient d’'un A-module noe-
thérien (resp. artinien) est noethérien (resp. artinien).

Une somme directe finie de A-modules noethériens (resp. artiniens) est noe-
thérien (resp. artinien).

Démonstration. La premiere assertion est évidente. Quant a la seconde, il
suffit de la prouver dans le cas d’une somme directe de deux modules. Soient
donc M; et My deux modules noethériens. On considére une suite croissante
No € Ny C -+ (resp. une suite décroissante Ny 2 N; 2 ---) de sous-modules
Nj de M = M, @® M. Alors les suites p; (N;) et MyNN; sont stationnaires (p;
est la projection de M sur M;). 11 suffit alors de montrer que si N/ C N sont
deux sous-modules de M, p;(N) = pi(N') et My NN = My N N’ implique
N = N'. En effet, soient x € N et x = 1 + x5 sa décomposition sur M; et
M;. p1(N) = pi(N') implique qu'il existe ' € N' admettant «’ = z; + 2
pour décomposition, avec zfy, € M. Ainsi x — 2’ € My NN = My N N' C N/,
ce qui prouve que v € N'. O

Corollaire 3.5.1. Tout module de type fini sur une algebre noethérienne
(resp. artinienne) & gauche est noethérien (artinien).

Démonstration. Tout module de type fini est un quotient d’une somme di-
recte finie de copies de I'algebre. O

Définition 3.5.6. Soit M un A-module, son radical rad(M) est l'intersection
de ses sous-A-modules maximaux, avec la convention qu’une intersection vide
est M tout entier.

Les définitions précédentes s’appliquent & une algebre A, considérée comme
A-module a gauche ou & droite (ce que l'on précisera). En d’autres termes,
les énoncés peuvent étre réécrits en remplacant sous-A-module par idéal a
gauche ou par idéal a droite.
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Lemme 3.5.6. Soit M un A-module, on a alors
rad(M/rad(M)) =0 . (3.1)

Lemme 3.5.7. Soit M un A-module compléetement réductible. Alors le ra-
dical de M est nul.

Démonstration. La démonstration provient de [22, lemme 2.7.b]. Soit la dé-
composition M = @, Ny avec chaque Ny irréductible. Alors P\ = @ NAN Ny
est maximal. L’intersection des Py étant vide, on en déduit le lemme. O

Lemme 3.5.8. Soit M un A-module tel que M = ), , N, ou chaque N,
est irréductible. Si P est un sous-A-module de M, alors il existe une partie
AN C A telle que M = (P, Na) @ P.

Démonstration. La démonstration provient de [22, lemme 2.4]. En appliquant
le lemme de Zorn, on trouve une partie maximale A’ de A telle que la somme
M’ =3 cn Na+ P soit directe. Supposons que cette somme ne soit pas M
tout entier, alors il existe N; = N, telle M’ + N; contienne strictement M’.
N, étant irréductible, M’ N N, est soit vide, soit V] entier. Le premier cas est
impossible par maximalité de A’, le deuxiéme également car cela impliquerait
que M’ contienne N;. C’est absurde. O

Notons S(M) le réseau des sous-A-modules de M, muni de la relation d’in-
clusion et des opérations intersection et somme.

Théoréme 3.5.1. Soit M un A-module. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :
(i) M est complétement réductible,
(ii) M => {N € S(M) / N irréductibble},
(iif)
)

(iv

S(M) est complémenté,

S(P) est complémenté pour tout sous-A-module P.

Démonstration. La démonstration provient de [22, proposition 2.4]. (i) im-
plique (ii) est clair. (ii) implique (iii) est une conséquence du lemme 3.5.8.
Supposons (iii) vrai. Soit un N un sous-module de P, alors il existe N; €
S(M) telque M =N®N;.Or P=PN(N@®N;) =N (N;NP) (cest la
loi modulaire), ce qui prouve (iv).

Supposons (iv) vérifié et montrons (i). Le but est de prouver que si @ est
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un sous-module de M, différent de M, alors il existe N irréductible telle
que @ NN = 0. On peut alors conclure par le lemme de Zorn encore. Soit
x € M — @, et supposons (en utilisant le lemme de Zorn) Q maximal pour
cette propriété. En prenant P = M, on voit qu’il existe N tel que M = Q& N.
Soient y € Q) et z # 0 € N tels que x = y + 2. La maximalité de @) entraine
Iirréductibilité de IV. En effet, soit /N1 un sous-module non vide de N, alors
T € QD N, et par suite z € Ny. On voit alors que tout couple de sous-modules
non vides de N ont une intersection non vide, or S(N) étant complémenté,
il faut pour cela que N soit irréductible. O

Corollaire 3.5.2. Soit M un A-module complétement réductible. Alors tout
sous-A-module et quotient de M 1’est aussi.

Démonstration. Pout un sous-module, c’est immédiat d’apres le (iv) du théo-
réeme précédent. Pour un quotient, le (iii) permet de voir qu’il est isomorphe
a un sous-module. O

Proposition 3.5.1. Supposons que A soit semi-simple et supposons de plus
que A soit noethérien ou artinien. Alors le nombre d’idéaux a gauche mini-
maux de A est fini, & isomorphisme de A-module & gauche pres.

Démonstration. A s’écrit comme la somme directe (en tant que A-module a
gauche) d’idéaux a gauche minimaux. Cette somme est nécessairement finie
d’apres la propriété de stationnarité des algeébres noethérienne ou artinienne.
Soit alors un idéal a gauche minimal, en considérant les projections liées a
la décomposition en somme directe de A et en utilisant le lemme de Schur,
on voit que cet idéal est isomorphe a I'un des idéaux de la décomposition, ce
qui conclut la preuve. O

Proposition 3.5.2. Un A-module M est de type fini est compléetement
réductible si et seulement s’il est artinien et de radical nul.

Démonstration. La démonstration provient de [22, proposition 2.7]. Prouvons
le sens direct. Le lemme 3.5.7 assure rad(M) = 0. Le fait qu’il soit de type fini
impose a la décomposition de M en somme directe d’irréductibles d’étre finie.
En utilisant le lemme 3.5.8, on trouve alors facilement parmi tout ensemble
non vide de sous-modules un élément minimal.

Réciproquement, supposons que M est artinien et de radical nul. Soit A
I’ensemble des sous-modules N, maximaux. M étant artinien, il existe un
module minimal parmi les intersections finies de sous-modules N,. Montrons

26



COMPLETE REDUCTIBILITE 27

que cette intersection P = N,, N--- N N,, est vide. Dans le cas contraire,
Iintersection des NN, étant vide, il existerait un A tel que P ne soit pas
inclus dans Ny, contredisant la minimalité de P. On a donc un morphisme
injectif de M vers (M /Ny,)®---@®(M/N,,), or les M /N, étant irréductibles,
le corollaire 3.5.2 prouve que M est completement irréductible. M étant
artinien, la décomposition de M en somme directe d’irréductible doit étre
finie. En choisissant un élément non nul parmi chacun de ces irréductibles,
on trouve alors une famille finie génératrice. O

Corollaire 3.5.3. Soit M un A-module artinien, alors M /rad(M) est com-
pletement réductible (et de type fini).

&

Démonstration. Immédiat d’apres la proposition précédente et le lemme 3.5.

O

Lemme 3.5.9. Soient M; et M, deux A-modules, et ¢ € Homa (M, M,
alors p(rad(M;)) C rad(Ms)

~—

)

Démonstration. La démonstration provient de [22, lemme 4.1]. Soit N un
sous-module de M,. On a un morphisme injectif induit de M; /@~ *(N) vers
M2/N. Supposons N maximal, alors M,/N est simple, ce qui implique
@ '(N) = My ou M;/p '(N) simple. Dans les deux cas, ¢ *(N) contient
le radical de M;. Ainsi on a prouvé que ¢! (rad(Ms)) contenait rad(M;), ce
que 'on cherchait. O

Corollaire 3.5.4. Soit M un A-module, alors (radA).M C radM.

Démonstration. En considérant les morphismes de A-module de A vers M
induit par chaque élément de M : a — a.x, le lemme précédent permet de
conclure. O

Proposition 3.5.3. Soit A une algebre artinienne. Alors a isomorphisme (de
A-module gradué) et décalage de graduation pres, le nombre de A-modules
irréductibles est fini.

Démonstration. Le seul sous-module maximal du module irréductible M est
0. Ainsi M est de radical nul et le corollaire précédent montre que I'on peut
alors considérer M comme un A’-module (irréductible), ot A’ = A’/radA
est une algebre semi-simple et artinienne (car completement réductible et
artinienne en tant que A-module et donc en tant que A’-module), d’apres le
corollaire 3.5.3 et le lemme 3.5.5. Un A’-module irrédutible étant isomorphe
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(a décalage de graduation pres) a un quotient de A’ par un idéal maximal,
la complémentarité de S(A’) montre que M est A’-isomorphe a un idéal
minimal de A’. La proposition 3.5.1 permet de conclure. Ol

3.6 Suites de composition

Définition 3.6.1. Soit M un A-module, on appelle suite de composition de
M, de longueur n une suite (ou une tour) de sous-modules

tels que les quotients respectifs M, 1 /M, soient irréductibles.
Le théoréme suivant, dit de Jordan-Holder, est fondamental :

Théoréme 3.6.1. Etant données deux suites de composition pour un module
M, leurs longueurs sont égales et il existe une bijection de {0,1,...,n — 1}
qui identifie a isomorphisme pres les quotients irréductibles des deux suites,
qu’on appelle les facteurs de composition de M.

Démonstration. Ce théoreme se démontre a I’aide du théoréme de raffinement
de Schreier. Pour une preuve détaillée de ces deux théorémes, énoncés dans le
cadre général des groupes avec opérateurs, on peut consulter [1 1, chapitre 3].
Les démonstrations s’adaptent sans difficultés au cas d’une graduation. [J

Proposition 3.6.1. un A-module M admet une suite de composition si et
seulement s’il est noethérien et artinien.

Démonstration. [11, chapitre 3]. O

3.7 Théorémes de Krull-Schmidt

La plupart des preuves des résultats de cette section sont faites dans [11,
chapitre 3, section 3.4], elles s’adaptent sans difficulté au cas des graduations.

Définition 3.7.1. Un A-module M gradué est dit indécomposable si M # 0
et s’il ne peut s’écrire comme somme directe de deux sous-modules gradués
non triviaux.

Définition 3.7.2. Une k-algebre A # 0 graduée est dite indécomposable si
elle ne peut s’écrire comme le produit direct deux sous-algebres graduées.
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Proposition 3.7.1. Soit A une k-algebre graduée et M un A-module gra-
dué. Alors A est indécomposable si et seulement si 0 et 1 sont ses seuls
idempotents centraux homogenes.

Démonstration. La démonstration est adaptée de [3, lemme 2.4.9].
Supposons qu’il existe un élément idempotent central homoheéne non trivial
(différent de 0 et 1). Notons le e et soit f =1 —e. f est alors un idempotent
central homogene (e et 1 étant idempotents, ils sont de méme degré nul),
orthogonal a e (ef = fe = 0). eA = Ae = eAe et fA = Af = fAf
sont deux sous-algebres unitaires graduées non nulles de A orthogonales, et
1 étant la somme de e et f, on voit alors que A est le produit direct de ces
deux algebres.

Réciproquement, supposons que A soit le produit non trivial de A; et As.
er = (1,0) et es = (0,1) sont deux idempotents centraux homogenes non
triviaux. O

Proposition 3.7.2. Un A-module M (gradué) est indécomposable si et
seulement si Enda (M) n’admet que 0 et id comme élément idempotent.

Démonstration. [11, chapitre 3, proposition 3.1]. ]

Définition 3.7.3. Une k-algebre sans graduation est dite locale si ’'ensemble
de ses éléments non inversibles est un idéal bilatere.

Remarque 3.7.1. L’idéal des éléments non inversibles d’une algebre locale
est 'unique idéal bilatére maximal, ¢’est un maximum donc parmi ’ensemble
des idéaux.

Une k-algebre locale n’admet que 0 et 1 comme élément idempotent. En effet
supposons qu'il existe e idempotent, différent de 0 et 1, alors e(1 —e) = 0,
donc e et 1 — e sont non inversibles et leur somme 1 appartient a I’idéal des
éléments non inversibles, ce qui absurde.

Définition 3.7.4. Un A-module M (gradué) est dit fortement indécompo-
sable si Enda (M) est locale.

Remarque 3.7.2. Fortement indécomposable implique indécomposable.

Théoréme 3.7.1. Soit M et N deux A-module M (gradués ) tels que

M=M& - &M, M=N&--- BN, , (3.3)
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tels que les M; soient fortement indécomposables et les IV; indécomposables.
On suppose de plus que M = N. Alors m = n et il existe une permuation
qui a j associe j" et telle que M; = Nj/.

Démonstration. [11, chapitre 3, theoreme 3.6]. O

Définition 3.7.5. Soit M A-module (gradué) et f un endomorphisme (gra-
dué) de M.
On note f¥M =2, f"(M) et f~°0 =, Ker(f").

Le lemme suivant, appelé lemme de Fitting, va jouer un role clé :

Lemme 3.7.1. Soit f un endomorphisme (gradué) d'un A-module M (gra-
dué) qui est a la fois artinien et noethérien. Alors on a la décompostion de
Fitting :

M= f*Me& f>0. (3.4)

De plus, la restriction de f a f*°0 est un automorphisme et la restriction a
f7°°0 est nilpotente.

Démonstration. [11, chapitre 3, Fitting’s Lemma). O

Ce lemme est clé de deux manieres. Il est une pierre indispensable a la dé-
monstration du théoreme de Krull-Semidt, et il admet une généralisation
utile qui va directement se transmettre au théoréme précédemment évoqué.

Lemme 3.7.2. On suppose ici que k est un corps.
Soit f un endomorphisme (gradué) d’'un A-module M (gradué) noethérien
et dont les espaces homogenes sont de dimension finie. Alors on a la décom-
postion de Fitting :

M= f*Ma f0 . (3.5)

De plus, la restriction de f a f*M est un automorphisme et la restriction a
f7°°0 est nilpotente.

Démonstration. On va adapter la démonstration classique du lemme de Fit-
ting.

Soit ginG et M, I'espace homogene correspondant. On définit f° = Moo foMy,
ou fg: My — M, est k-linéaire. fJ°M, étant inclus dans M, pour tout g, la
somine @g J3° M, est directe, et voit qu’elle est égale a f>°M. On a la suite
d’inclusion suivante :

Mg 2 fg(Mg) 2 fZ(Mg) 2 (3-6>
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et puisque M, est de dimension finie, cette derniere est stationnaire, i.e. il
existe s, tel que fy°(M,) = ;gH(Mg) == fM,.
On a également la suite d’inclusions

0C Ker(f) C Ker(f?*)--- (3.7)

et puisque M est noethérien, il existe r tel que Ker(f!) = Ker(ft*!) =
)

Soit x € f¥M N f7°0. x = 3 x, ol les x, sont presque tous nuls,
donc il existe s > t et y tel que x = f5(y). fi(z) = 0 implique que
y € Ker(f*t") = Ker(f') = Ker(f*), par suite + = 0. Soit a présent
xinM, en utilisant encore le fait que les x4 de la décomposition graduée sont
presque tous nuls, on voit qu'il existe s > t et y tel que f*(z) = f>*(y). Ainsi
fix— f5(y)) =0 et x = f*(y) + 2, avec z € Ker(f*) = Ker(f') = f~>0.
On a prouvé que M = f*M & f~>0.

Ker(f") = f~°°0 implique f restreint & f~°°0 est nilpotent.

Soit y € f5°M,. Puisque f°M, = f;"(M,) = gs"H(Mg), il existe un an-
técédent par f, de y dans f*M,. Or f*M = @g Jg° My, ce qui prouve
que f resreinte a f®M est surjective. L’injectivité est une conséquence de
FOM N F7°0 = 0. 0

Théoréme 3.7.2. Soit M un A-module (gradué) indécomposable artinien et
noethérien (resp. noethérien et dont les espaces homogenes sont de dimension
finie dans le cas ou k est un corps). Alors tout endomorphisme (gradué)
de M est soit nilpotent, soit un automorphisme. De plus M est fortement
indécomposable.

Démonstration. [11, chapitre 3, théoreme 3.7]. O

Théoréme 3.7.3. Soit M un A-module (gradué) artinien ou noethérien,
alors M contient des sous-modules indécomposables M; tels que M = M; @
P Mm_

Démonstration. Le théoreme 3.8 de [11] requiert que M soit a la fois artinien
et noethérien. Toutefois, 'une ou 'autre des deux hypotheses suffit, on pourra
consulter [22, chapitre 5, proposition 5.1] pour une démonstration. ]

La conclusion de cette section est le théoreme de Krull-Schmidt, ou plutét
dans notre cas les théoremes :
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Théoréme 3.7.4. Soit M un A-module (gradué) indécomposable artinien et
noethérien (resp. noethérien et dont les espaces homogenes sont de dimension
finie dans le cas ot k est un corps) et soit M = M@ --®&M,, = N1&---dM,
deux décompositions en sous-modules indécomposables de M. Alors m = n
et il existe un permutation envoyant j sur j’ telle que M; = Nj.

Démonstration. Conséquence des théoremes 3.7.1, 3.7.2 et 3.7.3. O

3.8 Extension des scalaires

Explicitons comment étendre le corps des scalaires. k désigne un corps. Une
maniére équivalente de définir une k-algebre A (j’anticipe la troisieme défi-
nition annoncée plus t6t) est la donnée d’'un k-espace vectoriel (k-module)
et d’une application k-bilinéaire qui vérifient les propriétés d’associativité et
d’existence d’'un élément neutre. A possede une base et la donnée de 'ap-
plication bilinéaire se réduit a celle de ses valeurs sur les couples d’éléments
de la base. Soit k’ une extension de k, on étend alors A aux scalaires k’
en considérant le k-espace vectoriel de base celle de A et la multiplication
définie par les valeurs de l'originale sur les couples de la base. Il est facile
alors de voir que l'on définit bien une k’-algebre. On procede de méme pour
le module M en remarquant que sa connaissance se réduit a celle des actions
des éléments de la base de A sur chaque élément de la base de M

Une autre manicre de voir cette extension de scalaire est de tensoriser la
k-algebre A avec k' sur k et de tensoriser le k-espace vectoriel M avec k'
sur k. D’apres les propriétés du produit tensoriel, on a Endy (M ® k') =
Endy (M) @k k'. En terme de représentation on définit alors naturellement un
morphisme de k’-algeébre unitaire de A ®y k' vers Endy (M) @y k'

Définition 3.8.1. Dans le cas ou k est un corps, un module M irréductible
est dit absolument irréductible g’il le reste sur la cloture algébrique de k.

Théoréme 3.8.1. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

— M est absolument irréductible

— M est irréductible pour toute extension k' de k

Enda (M) =k

— les endomorphismes de A-module de M sont les actions définies par les
éléments de k.

Démonstration. Voir [0]. O
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3.9 Sous-modules essentiels et superflus - Enveloppes
projectives

Dans cette section, M et N désignent des A-modules (gradués).

Définition 3.9.1. Un sous-A-module K de M est dit essentiel si pour tout
sous-A-module L, K N L = 0 implique L = 0.

Définition 3.9.2. Un sous-A-module K de M est dit superflu si pour tout
sous-A-module L, K + L = M implique L = M.

Définition 3.9.3. Un A-morphisme injectif f : N — M est dit essentiel si
Im(f) est un sous-A-module essentiel de M.

Un A-morphisme surjectif f : M — N est dit superflu si Ker(f) est un
sous-A-module superflu de M.

Définition 3.9.4. Une enveloppe projective de M est un A-module P pro-
jectif, accompagné d’'un A-morphisme surjectif superflu p: P — M.

Lemme 3.9.1. Supposons que P soit une enveloppe projective du A-module
M, alors pour tout A-module projectif ) et tout A-morphisme surjectif
q:Q — M, il existe un A-morphisme h :  — P surjectif (pas forcément
unique) tel que po h = g.

Le lemme est illustré sur le diagramme commutatif suivant :

h/
7

¥
P?M

Démonstration. Supposons que (P, p) soit une enveloppe projective de M.
L’existence de h est assuré par la proposition 3.4.1. poh = ¢ et la surjectivité
impliquent que P = Im(h) + Ker(p), et p étant superflu, on en déduit que h
est surjectif. Ol

Lemme 3.9.2. Soit (P,p) une enveloppe projective d'un A-module S irré-
ductible. Supposons que P admette une décomposition en somme directe de
A-modules P=P &P, D---P P,, alors n = 1.
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Démonstration. Les images de ces sous-modules ne peuvent étre toutes nulles
car p est non nul. Par irréductibilité de S, I'une d’elles est donc S tout entier.
Or p étant superflu, cela signifie que P est égal au sous-module correspondant.

O

Lemme 3.9.3. Soit K un sous-A-module superflu de M # 0. Alors K
maximal implique que K est un maximum dans I’ensemble des sous-modules
stricts de M.

Démonstration. Soit L un sous-module strict de M. Supposons que L ne soit
pas contenu dans K, alors K + L contient strictement K. Par maximalité de
K,ona K+ L=M,donc L =M car K est superflu. C’est absurde. ]

Lemme 3.9.4. Soient S et S’ deux A-modules irréductibles non isomorphes.
Alors si P et P’ en sont deux enveloppes projectives respectives, P et P’ ne
sont pas isomorphes.

Démonstration. Supposons que P et P’ soient isomorphes. On peut alors se
ramener au cas P = P’. Les noyaux de p et p’ sont deux sous-A-modules
maximaux (car S et S’ sont irréductibles) et superflus. Par le lemme précé-
dent, ils sont donc égaux. En d’autres termes, S et S’ sont isomorphes, ce
qui est absurde. O

Corollaire 3.9.1. Soient S et S’ deux A-modules irréductibles non iso-
morphes, méme a décalage de graduation pres. Alors, il en est de méme pour
deux éventuelles enveloppes projectives P et P’ de S et S’ respectivement.

Démonstration. Supposons que P’ soit isomorphe a P{g} pour un g € G.
P{g} étant une enveloppe projective de S{g}, le lemme précédent permet de
conclure. O
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4 Catégories

La notion de catégorie nécessite de pouvoir parler, par exemple, de I'ensemble
des groupes. Malheureusement, la théorie des ensembles, a travers ’axioma-
tisation de Zermelo-Fraenkel, souléve alors une contradiction bien connue, a
savoir qu’il n’existe pas, entre autres, d’ensemble de tous les ensembles. Sans
entrer dans les détails, nous admettrons alors qu’il est possible de parler de
classe d’ensemble, notion que 'on distinguera de celle d’ensemble. Nous ad-
mettrons également que le traitement que nous en ferons, s’apparentant a
celui des ensembles, est valide.

4.1 Premieéeres définitions

Définition 4.1.1. Une catégorie C consiste en

1) une classe d’objets Ob(C) (des ensembles donc),

2) pour chaque couple d’objets (X,Y’), d'un ensemble que nous noterons
home(X,Y) ou hom(X,Y) si aucune confusion n’est possible (on remar-
quera la différence avec les notations Hom et HOM auparavant utilisées),
et dont les éléments seront appelés morphismes,

3) pour chaque triplet d’objets (X, Y, Z), d’une application de hom(X,Y) x
hom(Y,Z) dans hom(X, Z), appelée composition et notée o.

Elle vérifie en outre les deux axiomes suivants :

C1 (Associativité) si f € hom(X,Y), g € hom(Y,Z) et h € hom(Z, W), alors

holgo f) = (hog)o f,

C2 (Unité) pour tout objet X, il existe un élément idx € hom(X, X) tel que,
pour tout objet Y et tout morphisme f € hom(X,Y) et g € hom(Y, X),

on ait foidy = fetidyog=yg.

On remarque que 'unicité des morphismes identités est une conséquence de
la définition.

Définition 4.1.2. On note C la catégorie opposée de C, c’est-a-dire la
catégorie dont les objets sont ceux de C, et dont les morphismes sont définis
par homeer (X, Y) = home(Y, X) pour tout couple d’objets (X,Y).

Définition 4.1.3. Soit C une catégorie et f un morphisme entre X et Y.
Alors
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1. f est dit mono (c’est un monomorphisme) si pour tout objet Z et tout
morphismes g1, g» € hom(Z, X), f o g1 = f o g» implique g1 = go,

2. f est dit épi (c’est un épimorphisme) si pour tout objet Z et tout
morphismes hq, hy € hom(Y,Z), hy o f = hy o f implique hy = ho,

3. f est un isomorphisme s’il existe g € hom(Y, X) tel que f o g = idy et
go f =1idx. On dit que alors que X et Y sont des objets isomorphes
et on note X ~ Y. On remarque de plus qu’un tel g est unique, on le
note 1.

Définition 4.1.4. Une sous-catégorie C de la catégorie D est une catégorie
dont les objets sont une sous-classe de Ob(D), telle pour tout couple (X,Y)
d’objets de C on ait hom¢(X,Y) € homp(X,Y), dont la composition est
induite par celle de D et dont les morphismes identités sont ceux de D.

La sous-catégorie est dite pleine si home(X,Y) = homp(X,Y) pour tout
(X,Y) couple d’objets de C.

La sous-catégorie est dite saturée si pour tout objet X de D, il existe un
objet Y de C isomorphe.

Définition 4.1.5. Soit (C,) une famille de catégories indexée par un en-
semble A. On note [], Cy et on appelle catégorie produit, la catégorie dont
les objets sont les familles (X)) d’objets telles que X € Ob(C,) pour tout A,
dont les morphismes entre deux familles (X,) et (Y}) sont les familles (f)) de
morphismes telles que f\ € Home, (X, Y)) et dont la composition est définie
terme a terme.

Définition 4.1.6. Soit C une catégorie. On dit que I'objet X est
1. terminal si pour tout objet Y, hom(Y, X) est réduit & un seul élément,
2. initial si pour tout objet Y, hom(X,Y) est réduit a un seul élément,
3. nul 8’il est a la fois initial et terminal.

Notons qu'une catégorie ne possede, a isomorhisme prées, qu’au plus un objet

terminal, un objet initial et un objet nul.

Définition 4.1.7. Soit (X))aea une famille d’objets d’'une catégorie C.

1. Un coproduit des X est la donnée d’'un objet X et d’une famille de
morphismes 7, : X\, — X, vérifiant la propriété universelle suivante :
si Y est un objet et fy : X\ — Y une famille de morphismes, alors il
existe un unique morphisme f : X — Y tel que f\ = f oi,.
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2. Un produit des X, est la donnée d’'un objet X et d’une famille de
morphismes py : X — X, vérifiant la propriété universelle suivante :
si Y est un objet et gy : Y — X, une famille de morphismes, alors il
existe un unique morphisme g : Y — X tel que gy = pyr o g.

On note, que deux produits, s’ils existent, (resp. deux coproduits) sont iso-
morphes, de telle maniére que les morphismes i, (p) associés se transportent
via cet isomorphisme. On peut alors parler, s’il existe, du produit (du copro-
duit), que 'on note [ [, X ([], X»). Par ailleurs, remarquons qu'un produit
est un coproduit dans la catégorie opposée, et réciproquement.

Définition 4.1.8. Soit C une catégorie, un objet P est dit projectif si il
posseede la propriété de relevement : pour tout morphisme f : P — M et
tout morphisme épi g : N — M, il existe h : P — N (pas forcément unique)
tel que hog = f.

Définition 4.1.9. Soient C et C' deux catégories. Un foncteur F' covariant
de C dans C’, que 'on note F' : C — C’, consiste en
1. une application de Ob(C) dans Ob(C), qui X associe F'(X),

2. pour tout couple d’objets (X,Y") de C, d’une application de hom¢ (X, Y)
dans home (F(X), F(Y)), qui a f associe F'(f).

Il vérifie en outre les deux axiomes suivants :

F1 F(go f) = F(g)o F(f),

F2 F(idx) = idp(x).

Définition 4.1.10. Soient C et C' deux catégories. Un foncteur F' contrava-

riant de C dans C’, que I'on note F': C — C’, consiste en

1. une application de Ob(C) dans Ob(C), qui X associe F(X),

2. pour tout couple d’objets (X, Y") de C, d’une application de hom¢(X,Y)
dans home (F(Y), F(X)), qui a f associe F(f).

Il vérifie en outre les deux axiomes suivants :

F1 F(go f)=F(f)oF(g),
F2 F(idx) = idp(x).

On a une identification évidente entre foncteurs contravariants de C dans C’
et foncteurs covariants de C? dans C’, ou encore foncteurs covariants de C
dans C'”". Sans précision supplémentaire, foncteur désignera a la fois foncteur
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covariant et foncteur contravariant. Toutefois dans les définitions qui vont
suivrent, les énoncés seront exprimés dans le cas d’un foncteur covariant, on
transposera sans difficulté (ou au besoin, en s’aidant des identifications pré-
cédentes) les définitions dans le cas contravariant.

On définit de maniére évidente la sous-catégorie image d’un foncteur, la com-
posée associative de foncteurs, ou encore le foncteur (covariant) identité, que
I'on note Ide.

Définition 4.1.11. Soient C une catégorie, C' une sous-catégorie et F :
C — C un foncteur. On dit que F stabilise C’ si F' envoie tout objet et tout
morphisme de C’ respectivement sur un objet et un morphisme de C’. On
désignera encore par F' le foncteur alors induit sur la catégorie C'.

Remarque 4.1.1. Si C’ est une sous-catégorie pleine de C, F' stabilise C’ si
et seulement si F' stabilise les objets de C'.

Définition 4.1.12. Un foncteur F' de C dans C’ est dit

1. fidele (resp. plein, resp. fidelement plein) si toutes les applications
de hom(X,Y) — hom(F(X), F(Y)) sont injectives (surjectives, bijec-
tives),

2. essenticlement surjectif si pour tout objet Y dans C’, il existe un objet
X de C tel que Y ~ F(X).

Remarque 4.1.2. Soit C une catégorie et C’ une sous-catégorie de C. On
note Inj le foncteur (covariant) fidele d’injection de C" dans C. Si C" est une
sous-catégorie pleine de C, Inj est fidéelement plein.

Définition 4.1.13. Soient C et C’ deux catégories, F} et F» deux foncteurs
entre C et C’. Un morphisme 6 : [; — I3 entre les foncteurs F; et F3 est la
donnée, pour chaque objet X de C, d’'un morphisme 0y : F;(X) — F»(X) de
C' tel que pour tout morphisme f: X — Y de C, 0y o Fi(f) = Fx(f) o Ox.

6 est un isomorphisme de foncteurs si pour tout X, fy est un isomorphisme.
On note alors I} = F5.

Remarque 4.1.3. On définit de maniere évidente la composée associative
de morphismes entre foncteurs.

On note que l'isomorphie entre foncteurs est transitive, réfléxive, symétrique
et compatible avec avec la composition entre foncteurs.
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Définition 4.1.14. Deux catégories C et C’' sont dites équivalentes s’il existe
un foncteur F; : C — C' et un foncteur F, : C' — C tel que Fy o Fy = Ide
et FyloFy = Ide. Fy et Fy sont dit inverses I'un de 'autre et appelés des
foncteurs d’équivalence.

Remarque 4.1.4. L’équivalence entre catégories est transitive, symétrique
et réfléxive.

Un foncteur d’équivalence admet un unique inverse a droite et un unique
inverse a gauche.

Proposition 4.1.1. C et C’ sont équivalentes si et seulement s’il existe un
foncteur pleinement fidele et essentiellement surjectif F' : C — C'.

Démonstration. Voir [18]. O

Définition 4.1.15. Un foncteur (covariant) de C x C" — C” est appelé un
bifoncteur.

Définition 4.1.16. Deux foncteurs L : C — C' et R : C' — C sont dit
auto-adjoints s’il existe un isomorphisme de foncteur entre les deux bifonc-
teurs Home(L(+),-) et Home (-, R(+)) de C%? x C" dans Ens, la catégorie des
ensembles (les morphismes sont les applications ensemblistes).

R sera appelé le foncteur adjoint a droite de L, L le foncteur adjoint a gauche
de R.

4.2 Catégories additives et abéliennes

Les catégories abéliennes sont construites sur le modele de la catégorie des
groupes abéliens.
Définition 4.2.1. Une catégorie C est dite additive si

1) pour tout couple d’objets (X,Y"), hom(X,Y) est muni d’une strucutre de
groupe abélien, tels que la composition soit une application bilinéaire,

2) il existe un objet nul, noté 0,
3) pour tout couple d’objets (X,Y"), il existe un coproduit, que 'on note
XaY.

Définition 4.2.2. Une sous-catégorie additive d’une catégorie additive C est
une catégorie additive, qui est une sous-catégorie de C et dont les structures
de groupe des ensembles de morphismes sont induites par celles de C.
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Remarque 4.2.1. Le foncteur Inj d'une sous-catégorie additive dans une
catégorie additive est additif.

Définition 4.2.3. Soit (C)) une famille de catégories additives indexée par
un ensemble A. On note @, C et on appelle somme directe, la sous-catégorie
pleine de ], Cy dont les objets sont les familles presque nulles.

Remarque 4.2.2. Un produit et une somme directe de catégories additives
sont munis naturellement d’une structure de catégories additives, telles que
la somme directe est une sous-catégorie additive du produit.

Proposition 4.2.1. Soit C une catégorie additive, alors pour tout couple
d’objets (X,Y), X @Y est un produit de X et Y.

Démonstration. L’énoncé de la proposition est quelque sorte incomplet car
il ne spécifie pas les morphismes p; : X @Y — X et py : XBY — Y.
Toutefois ces derniers apparaissent de fagon naturelle, voici comment. On
note iy : X - X ®dYetia: Y — X DY les morphismes associés au
coproduit. p; est défini comme 'unique morphisme tel que p; o i; = idx et
p1oiy = 0. py est défini de maniére analogue. Soient alors Y un objet de C et
g1:Y — Xy, g2 : Y — X, deux morphismes. On pose alors g = ¢10¢; +i20gs,
qui vérifie les propriétés commutatives voulues. Il reste a montrer ’unicité.
Notons pour cela 1'égalité iy o p; + iy 0 po = idxgy (utiliser la propriété
universelle du coproduit) et supposons que g fasse commuter le diagramme
du produit, alors g = idxgy 0g =i10p10g+ia0ps0g =110¢g; +1i20ge. [J

Remarque 4.2.3. 1l est équivalent de demander I'existence du produit dans
la définition d’une catégorie additive. L’existence du coproduit s’en déduit
de la méme maniere que dans la démonstration précédente. Cela justifie la
notation X @& Y, que nous nommerons dans la suite somme directe de X et
Y.

Par ailleurs les égalités p o i = id prouvent que les morphismes assiciés au
coproduit (resp. au produit) sont des monomorphismes (des épimorphismes).

Définition 4.2.4. Soient C et D deux catégories additives. Un foncteur F :
C — D sera dit additif si il induit, pour tout couple d’objets (X,Y’) de C un
morphisme de groupe de hom¢(X,Y) dans homp(F(X), F(Y)).

Remarque 4.2.4. Si C’ est une sous-catégorie additive de la catégorie addi-
tive C et si le foncteur additif F': C — C stabilise C’, alors le foncteur induit
F :C" — (' est additif.
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Définition 4.2.5. Soient F' et G deux foncteurs entre une catégorie C et une
catégorie additive C'. On définit leur foncteur somme F' & G, qui X associe
F(X)e F(Y).

Remarque 4.2.5. La définition du foncteur somme au niveau des mor-
phismes est évidente, et possible d’apreés la remarque précédente. On peut
montrer par ailleurs que cette opération somme sur les foncteurs est associa-
tive et commutative (& isomorphisme de foncteur pres). Si C est aussi additive
et si F' et GG sont additifs, on vérifie que F' @ G 'est aussi.

Définition 4.2.6. Soient (C,) une famille de catégorie, C' une catégorie ad-
ditive et Fy : Cy — C' des foncteurs. On note €, F), et on appelle somme
directe des foncteurs F), le foncteur qui & une famille presque nulle (X))
associe la somme directe dans C’ des objets X non nuls (avec la convention
qu'une somme vide est nulle).

Remarque 4.2.6. La définition du foncteur somme au niveau des mor-
phismes est évidente, et possible d’apres la remarque précédente. Si les ca-
tégories Cy sont aussi additives et les Fj sont additifs, on vérifie que @, F)
I’est aussi.

Lemme 4.2.1. Soit C une sous-catégorie de D et X, Y deux objets de C.
Si le produit (resp. le coproduit) de X et Y existent dans C et D, alors ils
coincident dans D.

Démonstration. Il suffit de refaire la preuve montrant I’unicité de la solution
de la propriété universelle d’un produit (d’'un coproduit). O

Proposition 4.2.2. Soient C et D deux catégories additives. Un foncteur
F . C — C est additif conserve les sommes directes finies.

Démonstration. Soient X et Y deux objets de C. F(X @Y') est est clairement
un produit (et un coproduit) de FI(X) et F(Y) dans la catégorie image par
F de C. Le produit de F(X) et F(Y) dans existe dans la catégorie additive
D, le lemme précédent permet alors de conclure. Ol

Remarque 4.2.7. La réciproque est aussi vraie, mais plus difficile & montrer.
Une preuve est faite dans [/, chapitre 8, proposition 8.2.15].

Définition 4.2.7. Soit C une catégorie additive et f : X — Y un morphisme.
On appelle noyau de f, s’il existe, 'unique (a isomorphisme pres) couple
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(K,7), ou K € Ob(C) et ¢ € hom(K, X), solution du probléeme universel
suivant : f o7 =0 et si Z est un objet et g : Z — X un morphisme tel que
fog=0, alors il existe un unique morphisme g: Z — K tel que iog = g.
On note Ker(f) le noyau de f.

Définition 4.2.8. Soit C une catégorie additive et f : X — Y un morphisme.
On appelle conoyau de f, s'il existe, I'unique (& isomorphisme prés) couple
(K',p), ou K’ € Ob(C) et i € hom(X,K’), solution du probléeme universel
suivant : po f =0 et si Z est un objet et ¢ : X — Z un morphisme tel que
go f =0, alors il existe un unique morphisme g : K’ — Z tel que gop = g.
On note Coker(f) le conoyau de f.

Remarque 4.2.8. Un conoyau est un noyau dans la catégorie opposée, et
réciproquement. On note, par ailleurs, que le morphisme ¢ d’un noyau est
mono, et le morphisme p d’'un conoyau, épi. Egalement, un morphisme est
mono si et seulement si son noyau existe et est 0, un morphisme est épi si
et seulement si son conoyau existe et est 0. Un morphisme f : X — Y est
nul si et seulement si son noyao existe et est (X, idy), si et seulement si son
conoyau existe est est (Y, idy).

Définition 4.2.9. Soit C une catégorie additive et f : X — Y un morphisme.
On note I'm(f) le noyau du conoyau de f, que I'on nomme l'image de f. On
note Coim(f) le conoyau du noyau de f, que 'on nomme la coimage de f.

Remarque 4.2.9. Soit f : X — Y un morphisme dans une catégorie addi-
tive.

f épi admet une image : Y.

f mono admet une coimage : X.

Définition 4.2.10. Un catégorie C additive est dite abélienne si tout mor-
phisme admet un noyau et un conoyau, si tout morphisme f est strict, i.e. le
morphisme naturel Coim(f) — Im(f) est un isomorphisme.

Quel est ce morphisme naturel Coim(f) — Im(f) ? Notons p : Y — Coker(f),
i:Ker(f)— X,j:Im(f) > Yetll: X — Coim(f). foi =0, donc d’apres
la propriété du conoyau, il existe g : Coim(f) — Y tel que g o Il = f. Alors
pogoll =0, mais II étant épi, po g = 0. Par propriété du noyau, il existe
alors h : Coim(f) — Im(f) tel que joh = g. C’est ce h que 'on impose
isomorphe dans la définition d’une catégorie abélienne. On note de plus que
c’est I'unique morphisme tel que joholl = f.
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Remarque 4.2.10. Un produit et une somme directe de catégories abé-
liennes sont des catégories abéliennes pour leurs structures naturelles de ca-
tégories additives (voir la remarque 4.2.2).

Remarque 4.2.11. Soit f : X — Y un morphisme dans une catégorie
abélienne.

f mono admet une image : (X, f).

f épi admet une coimage : (Y, f).

Proposition 4.2.3. Un morphisme a la fois mono et épi, dans une catégorie
abélienne, est un isomorphisme.

Démonstration. Soit f un tel morphisme. D’apres la méme remarque 4.2.9,
Im(f) est Y et Coim(f) est X. On conclut d’apres le dernier axiome des
catégories abéliennes et en remarquant que f est bien stir 'unique h naturel
entre la coimage et I'image de f (idy o f oidx = f). O

La réciproque est bien sir vrai dans toute catégorie.

Proposition 4.2.4. Soit C une catégorie abélienne et f : X — Y un mor-
phisme. f se décompose sous la forme

X —Im(f)—Y, (4.1)
oup: X — Im(f) est épi, i: Im(f) — Y est mono.

Démonstration. i est mono car c’est le morphisme associé a un noyau (le
noyau du conoyau de f). La catégorie étant abélienne, 'image et la coimage
de f sont isomorphes, on pose alors p I’épimorphisme de X dans le conoyau
du noyau de f. Reste a voir que f = i o p, mais cela découle du fait méme
queiohop=f, ouh:Coim(f)— Im(f) est 'isomorphisme naturel. [

Définition 4.2.11. Soit C une catégorie additive. Une suite exacte courte
de C est une suite
0—-X—->Y—>27-0 (4.2)

telle que le morphisme f : X — Y soit mono, le morphisme g : Y — Z épi
et telle que (X, f) est le noyau de g.

La suite exacte courte est dite scindée s’il existe une section h: 7 — Y, i.e.
vérifiant g o h = idy.
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Remarque 4.2.12. Dans une catégorie abélienne, il aurait été équivalent de
définir une suite exacte courte comme étant une suite telle que le morphisme
f X — Y soit mono, le morphisme g : Y — Z épi et telle que Im(f) =
Ker(g) (f étant mono, (X, f) est 'image de f d’apres la remarque 4.2.11).
Cette définition est plus naturelle mais n’était pas exprimable dans le cadre
des catégories additives.

Proposition 4.2.5. Soit 0 - X — Y — Z — 0 une suite exacte courte de
C d’une une catégorie abélienne C. Alors (X, f) est 'image de f : X — YV
et (Z,g) est le conoyau de f. Toute suite exacte courte peut ainsi se réécrire
0— Im(f) =Y — Coker(f) — 0.

Démonstration. On a déja montré que (X, f) était 'image de f. Par exacti-
tude de la suite, (X, f) est donc le noyau de g. Le conoyau de f est alors la
coimage de g, c’est-a-dire 'image de g, ou encore Z car g est épi. O

Proposition 4.2.6. Soit C une catégorie additive. Une suite exacte courte
0— X =Y — Z — 0 est scindée si et seulement si Y est la somme directe
de X et Z.

Démonstration. Supposons la suite scindée et soit h : Z — Y la section :
goh =1idz. On définit p: Y — Y par ¢ = idy — (hog). Alors gop =0, et
par exactitude de la suite, il existe ¢ : Y — X tel que foq=p ((X, f) est le
noyau de g). Par ailleurs, po f = f—hogof = f,donc fogof = f et f étant
mono qo f =idx. poh =h—hogoh =h—h =0,donc fogoh =0et f étant
mono g o h = 0. Ces deux égalités, combinées avec go f =0 et go h = idy
permettent de voir que, pour W un objet de C et a, b deux morphismes
respectivement de X et Z, dans W, le morphisme ¢ : Y — W, défini par
¢ = (aoq)+ (bog), fait commuter le diagramme du coproduit. L’égalité
idy = p + h o g prouve l'unicité : soit ¢ un morphisme qui fait commuter le
diagramme, alors ¢ = cop+cohog=(co f)oqg+(coh)og=ao f+bog.
Réciproquement, supposons Y = X & Z. D’apres la fin de la remarque 4.2.3,
la suite canonique 0 — X — Y — Z — 0 sera seracte si 'on réussit a
montrer que X = Ker(p),oui: X — Y et p:Y — Z. Soit W un objet et
f W — Y un morphisme tel que po f = 0, alors en notant ¢ la projection
de Y dans X, on aio(go f) = 0. Soit par ailleurs g : W — X tel que
iog = f,alors go f = g. (X,i) est donc le noyau de p, la suite est donc
exacte. L’injection de Z dans Y fournit la section, prouvant que la suite est
également scindée. O
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Définition 4.2.12. Soient C et C' deux catégories additives. Un foncteur

additif F': C — C' est dit

— exact si pour toute suite exacte courte 0 - X — Y — Z — 0,0 —
F(X)— F(Y)— F(Z) — 0 est exacte,

— exact a gauche si pour toute suite exacte courte 0 — X — Y — 7 — 0,
0— F(X)— F(Y) — F(Z) est exacte,

— exact a droite si pour toute suite exacte courte 0 - X — Y — 7 — 0,
F(X)— F(Y)— F(Z) — 0 est exacte.

4.3 Groupes de Grothendieck

Définition 4.3.1. Soit C une catégorie additive. On appelle groupe de Gro-
thendieck, et on note G(C), le groupe abélien libre engendré par les classes
d’isomorphisme d’objets de C), quotienté par le sous-groupe engendré par les
éléments

[X] — [X1] — [X2] , ou X est la somme directe de X; et Xs. (4.3)

Définition 4.3.2. Soit C une catégorie additive. On appelle de nouveau
groupe de Grothendieck, et on note G(C), le groupe abélien libre engendré
par les classes d’isomorphisme d’objets de C, quotienté par le sous-groupe
engendré par les éléments

[X] — [X1] = [X2] , 0u 0 — X; — X — X3 — 0 est une suite exacte courte.
(4.4)

On note que pour une catégorie additive, on a un morphisme de groupe
surjectif canonique de G(C) vers Go(C) (en effet, la deuxieme partie de la
preuve de la proposition 4.2.6 montre en particulier qu’une décomposition en
somme directe permet d’écrire une suite exacte).

Remarque 4.3.1. Soient (Cy) une famille de catégories additives. On a les
isomorphismes de groupe (naturels) :

Go(ITer) = TIGsten
¢(IIe) = [Tce

12
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et les isomorphismes

Go(EPe) = @Gy .
¢(Pa) = Pae.

Proposition 4.3.1. Soit F' : C — C’ un foncteur additif entre deux catégories
additives. Alors F' induit un morphisme de groupe [F]: G(C) — G(C').

Démonstration. La définition d’un foncteur permet de voir que ’application
qui, & la classe d’isomorphisme [X], ou X € Ob(C), associe [F(X)], est bien
définie. La proposition 4.2.2 permet de voir qu’elle passe au quotient. Ol

Proposition 4.3.2. Soit F': C — C’ un foncteur exact entre deux catégories
additives. Alors F' induit un morphisme de groupe [F] : Go(C) — Go(C').

Démonstration. Immeédiat. O

Définition 4.3.3. Soit C une catégorie additive. On dit que C est semi-simple
si toute suite exacte courte de C se scinde.

Remarque 4.3.2. Le produit et la somme directe de catégories additives
semi-simples sont semi-simples pour les structures de catégorie additive na-
turelles (voir la remarque 4.2.2).

Proposition 4.3.3. Soit C une catégorie additive semi-simple. Les deux
groupes de Grothendieck G(C) et Gy(C) coincident.

Démonstration. Immédiat d’apres 4.2.6. Ol

Définition 4.3.4. Soit C une catégorie additive. Un objet X est dit
1. irréductible si les seuls monomorphismes de but X sont 0 : 0 — X et
dx : X — X,
2. indécomposable si X = X; @ X, implique X; =0 ou X3 = 0.
Définition 4.3.5. Une catégorie abélienne C posséde la propriété des suites
de composition si pour tout objet X

1) il existe une suite, appelée suite de composition, 0 = Xy — X; — -+ —
Xno1 — X, = X, telle que les morphismes 7; : X; — X, soient mono
et telle que les les conoyaux Coker(i;) soient irréductibles (on appelle n
sa longueur),
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2) deux suites de composition sont de méme longueur et il existe une bijection
qui envoient, a isomorphisme pres, les conoyaux de l'une sur les conoyaux
de lautre, qu’on appelle les facteurs de composition de X.

Définition 4.3.6. Une catégorie additive C possede la propriété de Krull-
Schmidt si

1) X est la somme directe finie d’objets indécomposables,

2) deux décompositions directes finies en indécomposables font intervenir le
méme nombre d’objets et il existe une bijection qui envoient, a isomor-
phisme pres, les indécomposables d’une décomposition sur les indécom-
posables de I'autre.

Proposition 4.3.4. Soit ([X)])xea la famille compléte et sans répétition
des classes d’isomorphismes des objets irréductibles d’une sous-catégorie abé-
lienne pleine C de A—Mod stable par passage aux sous-modules, C possedant
la propriété des suites de composition. Alors Gp(C) est un groupe abélien libre
de base ([X,]).

Démonstration. Soit ¢ le morphisme canonique de groupe abélien du groupe
libre F', engendré par les classes d’isomorphismes d’objets irréductibles, dans
Go(C). L'existence de suites de composistion prouve la surjectivité de . De
méme, 'existence et 'unicité de suites de composition permet de définir un
morphisme canonique ¥ du groupe libre engendré par les classes d’équivalence
d’objets de C dans F' (une suite de composition est envoyée sur la somme
des classes de ses conoyaux). Soit 0 — X — Y — Z — 0 une suite exacte,
0=Xy— Xy — -+ — X,_1 — X, = X une suite de compositon de X
et 0=24y > 2y —» -+ > Zp_1 — Z,, = Z une suite de composition de
Z.Alors0=Xy > X, — =X, =X >p Z) - - pZn) =Y
est une suite de composition de Y, ot p : Y — Z morphisme de la suite
exacte, justifiant le passage au quotient Go(C). On vérifie immédiatement
que ¥ o ¢ = id sur les générateurs de F. ¢ est donc un isomorphisme et
prouve que ([X,]) est un base. O

Proposition 4.3.5. Soit ([Y)])xea la famille compléte et sans répétition des
classes d’isomorphismes des objets indécomposables d’une catégorie additive
C qui possede la propriété de Krull-Schmidt. Alors G(C) est un groupe abélien
libre de base ([Y]).
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Démonstration. On procede de la méme fagon que précédemment.

Soit ¢ le morphisme canonique de groupe abélien du groupe libre F, en-
gendré par les classes d’isomorphismes d’objets indécomposables, dans G(C).
L’existence de décomposition directe prouve la surjectivité de . De méme,
I'existence et I'unicité de décomposition permet de définir un morphisme ca-
nonique ¢ du groupe libre engendré par les classes d’équivalence d’objets de
C dans F (une décomposition est envoyée sur la somme des classes de ses
conoyaux). Si Y = X @ Z est une décomposition en somme directe, alors les
deux décompositions en somme directe d’indécomposables de X et Z four-
nissent une décomposition en indécomposables de Y, justifiant le passage au
quotient G(C). On vérifie immédiatement que ¢ o p = id sur les générateurs
de F. ¢ est donc un isomorphisme et prouve que ([Y,]) est un base. O

4.4 Catégories de modules

Définition 4.4.1. Soit A une k-algebre (graduée). On note

1. A—Mod la catégorie des A-modules a gauche (gradués),

2. A—mod la catégorie des A-modules a gauche (gradués) de type fini,
3. A—fmod la catégorie des A-modules a gauche (gradués) fini,
4

. A—pmod la catégorie des A-modules a gauche (gradués) de type fini
et projectifs.

Proposition 4.4.1. Les catégories A—Mod, A—mod et A—fmod sont des
catégories abéliennes.

En particulier, la catégorie des modules a gauche (& droite serait aussi vrai)
sur une algebre non graduée est une catégorie abélienne. Par suite, la caté-
gorie des groupes abéliens, les catégories des espaces vectoriels sont aussi des
catégories abéliennes.

Démonstration. Le fait que ces catégories soient additives est immédiat.
L’existence de noyau et de conoyau l'est aussi. Le seul point sur lequel il
mérite de s’attarder est le lien entre les notions de monomorphisme et d’in-
jection (d’épimorphisme et de surjection). Il est clair que dans ces catégories,
injectif implique mono et surjectif implique épi. Réciproquement, supposons
f X — Y mono, on alors fo0 = foide Ker(f) (le noyau ensembliste ici)
dans X, ou ¢ est I'injection du noyau dans X. Par suite ¢ = 0, et par injec-
tivité, Ker(f) est nul. On procede de méme pour montrer que épi implique
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surjectif. Ce lien étant fait, on vérifie les deux derniers axiomes d’abeliennité
pour les catégories concernées. Ol

L’équivalence des deux notions de monomorphisme et d’injection (resp. d’épi-
morphisme et de surjection) est encore vraie dans la catégorie des groupes
(pas forcément abéliens), on pourra consulter [, proposition 1.80 du chapitre
1, section 3] pour une démonstration de ce fait.

Proposition 4.4.2. La catégorie A—pmod est additive.
Démonstration. Simples vérifications. Ol

Remarque 4.4.1. Toutefois, la catégorie A—pmod ne peut étre abélienne.
Montrons-le . Soient f : P — () un morphisme de la catégorie A—pmod
et (K,4) son noyau dans A—pmod (on suppose qu'il existe). Soient M un
module de A—mod et g : M — P un morphisme de A—mod tel que fog = 0.
M est le quotient d’un module libre (donc projectif) L de type fini, notons
p: L — M la projection, alors f o g op = 0. Par propriété du noyau dans
A —pmod, il existe un unique h : L — K tel que i o h = g o p. Soit z un
élément du noyau (ensembliste) de p, alors (i o h)(z) = 0, par injectivité de
i, on en déduit que h(z) = 0, donc que h passe au quotient M. L’unicité du
morphisme de M dans K s’en déduit de celle de h. S’il existe, le noyau d’un
morphisme entre projectifs reste donc un noyau dans la catégorie A—mod, il
s’agit alors du noyau ensembliste. Or Z /27, noyau du morphisme de Z dans
7 qui a a associe 2a, ne peut &tre projectif car il n’est pas sans torsion.

Proposition 4.4.3. La catégorie A—pmod est semi-simple.
Démonstration. Conséquence du lemme 3.4.1. O]

Corollaire 4.4.1. Les groupes de Grothendieck Go(A—pmod) et G(A—pmod)
coincident.

Démonstration. Conséquence de la proposition 4.3.3. O

Remarque 4.4.2. D’apres la proposition 3.4.1, les objets projectifs de A—Mod
sont les modules projectifs. D’apres le lemme 3.4.2 Ob(A —pmod) est consti-
tué des objets projectifs de A—mod.

Lemme 4.4.1. Soit A une partie de A constituée d’éléments homogenes. Le
foncteur qui a M € A—Mod (resp. A—fmod) associe A.M € k—Mod (resp.
k—fmod) est additif.
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Démonstration. Immeédiat. O

Lemme 4.4.2. Soit a € A homogene idempotent. Le foncteur additif (voir
le lemme précédent) qui & M € A—Mod (resp. A—fmod) associe a.M €
k—Mod (resp. k—fmod) est exact.

Démonstration. Soit 0 - X — Y — Z — 0 une suite exacte courte de
A—Mod (resp. de A—fmod), on note f : X — Y et g:Y — Z les mor-
phismes correspondants. Il est clair que ’application induite f: a.X —aY
reste injective. Soit a.z € a.Z, il existe, par surjectivité de g, y € Y tel que
g(y) = z, ce qui prouve la surjectivité de 'application induite g : a.Y — a.Z.
On a clairement Im(f) C Ker(g). Réciproquement, soit a.y € Ker(g), par
exactitude de la suite originale, il existe x € X tel que f(z) = a.y. Par idem-
potence de a, on voit que f(a.x) = a.y, ce qui prouve que Im(?) =Ker(g). O

Soit ¢ une anti-involution (unitaire) d'une k-algebre A. Alors tout A-module
a droite M devient un A-module & gauche, que I’on note M¥ quand on
compose I'action avec 9, et réciproquement (la notation est alors ¥ M).

Proposition 4.4.4. ¢ définit un foncteur (covariant) additif ¥ de la catégo-
rie A—Mod (resp. A—mod, resp. A—pmod, resp. A—fmod) dans la catégorie
Mod—A des modules gradués a droite (mod—A, pmod—A, fmod—A), et un
foncteur (covariant) additif que l'on note encore ¥ dans I'autre sens. Ces
deux foncteurs sont inverses I'un de 'autre.

Démonstration. Le fait que l'on ait un foncteur de A—Mod dans Mod—A
est immédiat, son additivité également. L’involutivité de ¢ implique que les
deux foncteurs sont inverses 'un de l'autre (on construit canoniquement un
morphisme de foncteur entre WoW et le foncteur Id de A—Mod et le foncteur
Id de Mod—A). 11 est clair que ¥ stabilise les sous-catégories additives de
I’énoncé, qui reste donc valable pour celles-ci. O

Lemme 4.4.3. Soient M et N des A-modules a droite gradués , on a ’égalité
de k-module gradué : HOMa (M, N) = HOMa (MY, N¥).

Lemme 4.4.4. Soient M et N deux A-modules a gauche gradué, on a l'iso-
morphisme de k-module gradué :

MY @4 N2 NY @, M.
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Démonstration. On vérifie que les applications x®@y — yRx et yRx — r QY
pour x € M et y € N sont bien définies par involutivité de 1, k-linéaires,
préservent les graduations et inverses I'une de I'autre. Ol

Démonstration. Immédiat. On peut noter que seule la bijectivité (et non
I'involutivité) de anti-homomorphisme 1 intervient. ]

Soit M € A—mod. D’apres le lemme 3.2.2, HOMa (M, A) est un k-module
gradué et on peut définir une action a droite canonique de A qui fait alors
de HOMa (M, A) un A-module a droite gradué.

Proposition 4.4.5. On suppose ici que G est un groupe. Une anti-involution
Du d’une k-algebre A définit un foncteur contravariant additif Du entre la
catégorie A—mod (resp. A—pmod) et elle-méme :

Du(M) = HOM4 (M, A)P*. (4.5)

Proposition 4.4.6. Un élément de HOMa (M, A)¥ est déterminé par les
valeurs qu’il prend sur une famille génératrice finie de M, plus précisément
cette remarque fournit un morphisme surjectif dans A—Mod d’un module
libre de type fini dans Du(M ), prouvant que ce dernier est aussi de type fini.
Que Du définisse un foncteur contravariant additif de la catégorie A—mod
dans elle-méme, il ne s’agit que de quelques vérifications. Par ailleurs, on
remarque que HOM4 (A, A) est canoniquement isomorphe en tant que mo-
dule gradué a droite & A. Donc Du(A) est isomorphe en tant que module
gradué & gauche & AP*. Or Du réalise lui-méme un isomorphisme de module
gradué a gauche entre A et AP". Donc Du(A) est isomorphe & A. En outre,
Du(M{g}) = Du(M){—g} pour g € G. Le foncteur étant additif, d’apres la
proposition 4.2.2, il envoie un module libre gradué de type fini sur un module
libre gradué de type fini. De méme il envoie un module projectif de type fini
(facteur direct d’'un module libre de type fini d’apres le lemme 3.4.2) sur un
module projectif de type fini. A—pmod étant une sous-catégorie additive de
A—mod, la démonstration est terminée.

Proposition 4.4.7. Supposons que G soit un groupe, k un corps et que
les espaces homogeénes de A soient de dimension finie. Le foncteur Du de la
catégorie A—pmod dans elle-méme est un foncteur involutif (d’équivalence).

Démonstration. On va définir un morphisme de foncteur 6 entre Id et Du o
Du. Soit donc, pour P € A—pmod, 0p : P — HOMa (Du(P), A)P*, qui a
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x € P associe le morphisme de module & gauche non gradué f — (Duo f)(x).
On vérifie que fp est bien défini et est un morphisme de module a gauche
gradué, et que € est bien un morphisme de foncteur entre Id et Du o Du.
Soit z # 0 dans P. P étant projectif, il est en particulier un facteur direct de
A". L’une des n projections canoniques de A™ sur A envoie alors x sur une
image non nulle. En composant cette projection avec l'injection de P dans
A™ on obtient un élément f € Du(P) tel que f(z) # 0, prouvant l'injectivité
de gp.

P étant projectif, il existe une décompositon en somme directe dans A —pmod :
A{p} @ @ A{g.} = P @ Py. Par additivité du foncteur et car Du envoit
A{g} sur A{—g},ona L = (DuoDu)(L) = (DuoDu)(P)®(DuoDu)(P,). 0p
et Op, étant injectifs, P et Py sont inclus dans (Duo Du)(P) et (Duo Du)(P;)
respectivement. Les espace homogenes des modules de type fini étant de di-
mension finie (car c’est la cas pour A), L = P® Py implique que les inclusions
ne peuvent étre strictes, prouvant que 0p est surjectif. L]

Remarque 4.4.3. On note que la proposition affirme en particulier (en
prenant 1) = id) 1’égalité bien connue entre un espace vectoriel de dimension
finie et son bidual. Dans le cas ou les espaces vectoriels sont munis d’une
structure de A-module, on peut enrichir cette dualité montre la proposition
suivante.

Soit M un A-module & gauche (resp. a droite) gradué fini. On a déja vu que
M* était muni naturellement d’une structre de A-module a droite (& gauche)
gradué.

Proposition 4.4.8. Le foncteur x qui a M associe M™* est un foncteur contra-
variant additif d’équivalence de la catégorie A—fmod dans fmod—A, la caté-
gorie des A-modules a droite gradués finis (resp. de fmod—A dans A—fmod).
Les deux foncteurs sont inverses I'un de I'autre.

Démonstration. Le fait que x soit un foncteur contravariant additif est clair.
Pour construire le morphisme 6 de foncteur entre x o x et Id, on utilise
Iidentification classique entre M et son bidual M**, qui x € M associe
I’évaluation en z. On vérifie que cela définit bien un morphisme de A-module
gradué. On sait déja d’apres la proposition et la remarque précédente que 6y
est bijectif, et que 6 est un morphisme de foncteur. O

Proposition 4.4.9. Soit M un A-module gradué a droite, le foncteur M &4 -
est un foncteur covariant additif, exact a droite, de la catégorie A—Mod dans
la catégorie k—Mod des k-modules gradués.
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Démonstration. Le fait qu’il s’agisse bien d’'un foncteur et qu’il soit additif
est immédiat. Quant a 'exactitude a droite on pourra consulter [1], dont on
adaptera la démonstration sans probleme. Ol

Voici une application utile de ce résultat :

Lemme 4.4.5. Soit M et N deux A-modules gradués a droite et a gauche
respectivement. Supposons de plus que M est de type fini et N fini. Alors
M ®a N est fini.

Démonstration. M est quotient d’'un module libre gradué de type fini, qui
donne lieu & une suite exacte dont le dernier terme est M. L’exactitude a
droite du foncteur tensorisation, son additivité et le fait que A{g} ®a N =
N{g} montre que M ®a N est I'image surjective d’une somme directe finie de
copies de N (dont les graduations sont éventuellement décalées). Cela prouve
en particulier que M ®a N est fini, N I’étant. O

Remarque 4.4.4. On pourrait démontrer le lemme 3.2.5 de la méme ma-
niere.

Définition 4.4.2. Un A-module gradué a droite M est dit plat sur A, sile
foncteur M ®4 - est exact (de fagon équivalente exact a gauche).

Proposition 4.4.10. Un A-module gradué a droite P projectif est plat.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, il suffit de voir que si
1 : N — M est une injection entre modules a gauche, alors id®i : PRa N —
P ®a M, que I'on note j est aussi injective. P étant projectif, il existe une
décompositon en somme directe dans A—Mod : @, ., A{gr} = P @ P1. Par
additivité et sachant que A{g} ®a K = K{g}, on a @, M{g\} = (P Qa
M) & (Py@a M). La méme égalité vaut pour N. A travers ces identifications,
id®1i devient @@, ¢ de @, N{gx} dans @, M{g,} (c’est donc une injection)
et j n’est autre que sa restriction a P ®4 N, donc j est injectif. Ol

Evidemment, la discussion précédente a propos du foncteur tensorisation est
encore valable quand on inverse gauche et droite.
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4.5 Induction et restriction

Soit ¢ : A — B un morphisme (pas forcément unitaire) de k-algébres gra-
duées. On note ¢ € B I'image ¢(1). Remarquons que ¢ est un élément idem-
potent de B.

Soit M un B-module (unitaire) & gauche (resp. a droite) gradué. ¢ permet
de considérer e.M (resp. M.c) comme un A-module & gauche (resp. a droite)
gradué. On nomme ce passage pour M de B a A restriction.

On considére, par le biais de ¢, B comme un A-module (pas forcément uni-
taire) a droite gradué. Soit M un A-module (unitaire) & gauche gradué,
on peut alors considérer le produit tensoriel B ® 5 M, qui est un k-module
gradué. En voyant B comme un B-module (unitaire) a gauche gradué, on
peut alors considérer ce produit tensoriel comme un B-module (unitaire) a
gauche gradué, dont la structure est compatible avec la structure précédente
de k-module gradué (les actions des éléments de B sont des morphismes de
k-module gradué, ou de facon équivalente, on retrouve la méme structure de
k-module gradué en considérant la restriction de B a k, associée au mor-
phisme de k dans le centre de B). On appelle ce passage pour M de A a B
induction.

Définition 4.5.1. On note Res (ou Resh s'il y est nécéssaire de préciser)
le foncteur (covariant) additif restriction de B—Mod (resp. B—fmod) dans
A —Mod (resp. A—fmod).

On note Ind (ou Ind% sl y est nécéssaire de préciser) le foncteur (covariant)
additif induction de A—Mod (resp. A—mod) dans B—Mod (resp. B—mod).

Proposition 4.5.1. Le foncteur induction Ind stabilise la catégorie A—pmod.

Démonstration. Conséquence de I'additivité de Ind et de 'isomorphisme de
B-module a gauche gradué

B ®a A{g} = B{g}.
0

Lemme 4.5.1. Le foncteur Ind est isomorphe au foncteur qui a M associe
B.c o M = Resh (B) @4 M.

Démonstration. B.e est un sous-A-module gradué de B. En considérant alors
I'injection correspondante, que l'on tensorise, on a un morphisme de B-
module gradué de B.e a4 M dans B ®a M. L’application de B ® 4 M dans
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B.e®a M, qui a bz associe b.e @ x est bien définie du fait que e = (1), est
B-linéaire et préserve la graduation. On vérifie que ces deux morphismes sont
inverses I'un de l'autre (toujours car € = ¢(1)). L’isomorphisme est naturel
au sens ou il définit un isomorphisme entre les deux foncteurs. O

Proposition 4.5.2. Supposons que £.B, par le biais de ¢, soit un A-module
a gauche gradué de type fini. Alors Res induit un foncteur de B—mod dans
A —mod.

Démonstration. Soit M € B—mod et x4, ..., x, une famille génératrice. Soit
alorse.x € e.M, il existe by, ..., b, des éléments de B tels que e.x = ), by.zy.
Par idempotence de ¢, on a e.x = ), (eby).zx. On conclut sachant que B
est de type fini sur A. Ol

Proposition 4.5.3. Supposons que B.g, par le biais de ¢, soit un A-module
a droite gradué de type fini. Alors Ind induit un foncteur de A—fmod dans
B—fmod.

Démonstration. Soit M € B—mod et x4, ..., x, une famille génératrice. Soit
alors e.x € e.M, il existe by, ..., b, des éléments de B tels que e.x = ), by.xy.
Par idempotence de €, on a e.x = ), (eby).z;. On conclut sachant que ¢B
est de type fini sur A. La seconde assertion est conséquence du lemme 4.4.5
et du lemme précédent. O

Lemme 4.5.2. Le foncteur Res, défini entre les catégories ou il peut I'étre,
est exact.

Démonstration. Conséquence du fait qu’une suite de A-modules est exact si
et seulement si elle est une suite exacte de k-modules et lemme 4.4.2. O

Proposition 4.5.4. Les foncteurs Ind et Res induisent des morphismes de
groupes naturels entre les groupes de Grothendieck G des catégories ou ils
peuvent étre définis.

Le foncteur Res induit un morphisme de groupe naturel entre les groupes de
Grothendieck G des catégories ou il peut étre défini. Il en est de méme pour
Ind si B un A-module a gauche gradué plat.

Démonstration. La premiere assertion est conséquence de la proposition 4.3.1.
La seconde conséquence du lemme précédent pour Res, conséquence des pro-
positions 4.3.2 et 4.4.10 pour Ind. 0
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Lemme 4.5.3. Les foncteurs Ind et Res (considérés dans les catégories ou
ils peuvent étre définis) commutent avec le décalage de graduation :

Ind(M{g} = Ind(M){g} et Res(M{g}) = Res(M){g} .
Démonstration. Immeédiat. O

Lemme 4.5.4. Soient A, A’, A”, B, C des k-algebres graduées, M, M', M"
des modules a gauche gradués respectivement sur A, A’, A” et

oB: AR A' =B, pc:Bey A" —=C
des morphismes (pas forcément unitaires) de k-algébre graduée. On note
©=pco(pp®idar): ARy A @ A" — C.
On a l'isomorphisme de C-module a gauche gradué :
Indgy, o [(Indis g, o (M @k M) @ M"] = Indy g arg,an(M @k M @i M”).
Démonstration. On vérifie que les morphismes de C-module a gauche gradué
C ®Bg,A” [(B Ragear (M @y M/)) Rk M”]
— C @as,argar (M @ M' @ M")
c@[(b@ (@) @2"] —cb®@lar) @ (z @2 ®@a")
et
C ®agagar (M ex M @ M)
— C@Bgar [(B @ag.ar (M @k M) @, M"]
cR(rRr2")—c® [(IB ® ($®x’)) ®x”]

sont bien définis et inverses I'un de 'autre. O

Lemme 4.5.5. Soient A, A’, A” B’, C des k-algebres graduées, M, M’,
M" des modules & gauche gradués respectivement sur A, A’, A” et

Yt A A" - B, Yc: AxyB — C
des morphismes (pas forcément unitaires) de k-algebre graduée. On note
Y =1co(ida @Yp) : AR A’ ® A" — C.
On a l'isomorphisme de C-module a gauche gradué :

dS,, g [M @ (Indy o, a0 (M @ M"))] 2 IndSe, ore,an(M @ M @ M”).
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Démonstration. La preuve est identique a la précédente. O

Lemme 4.5.6. En reprenant les notations et hypothéses des deux précédents
lemmes, et en supposant de plus que ¥)c = ¢, on obtient la propriété
d’associativité suivante :

Indgg, o [(Indyg, o (M @ M) @5 M"]
~ IndSy 5 [M @k (Ind%, o, o (M @ M"))]
Démonstration. Immeédiat. O

Théoréme 4.5.1 (Réciprocité de Frobenius). Les foncteurs Ind et Res sont
auto-adjoints. Plus précisément, Res est 'adjoint a droite de Ind.

Démonstration. A fHomg(B®aM, N), on associe le morphisme de Homa (M, e.N),
qui a z € M associe f(1®x) = f(e®z) =cf(l1®x). A g € Homa(M,e.N),
on associe le morphisme de Homg(B ®a M, N), qui a b ® z associe b.g(x).
On vérifie que ces deux applications sont inverses 'une de l'autre, et que les
isomorphismes qu’elles définissent sont naturels, au sens ou ils constituent
un isomorphisme de bifoncteur. O

Remarque 4.5.1. On vérifie, de plus, immédiatement, que
Homp(Ind(M), N) = Homa (M, Res(N))

sont des isomorphismes de k-algebre graduée.
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5 Théorie classique des algebres de Lie

Dans toute cette partie, k désignera un corps. Nous allons définir la notion
d’algebre (pas forcément associative et unitaire), que I'on ne confondra pas
avec les algebres utilisées dans les parties précédentes, en particulier on ne
parlera pas ici d’algebre graduée. On suit la présentation donnée dans [9], les
résultats seront énoncés sans démonstration.

5.1 Premiéres définitions

Définition 5.1.1. Une k-algebre 2 est un k-espace vectoriel muni d’une
application bilinéaire, que 'on appelle produit.
Une dérivation § de 2 est un k-endomorphisme de 2 vérifiant

d(zy) = 20(y) + 0(z)y pour tout x,y € 2.

Le k-espace vectoriel des dérivations de 2 est noté Der(2l).

Définition 5.1.2. Une algebre de Lie g est un k-espace vectoriel (pas nécés-
sairement de dimension finie), munie d’une forme bilinéaire

axg — g

(z,y) — [z,y]
appelée crochet de Lie (ou simplement produit), telle que [z,2] = 0 pour
tout x € g et vérifiant I'identité de Jacobi :

[z, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [z,y]] = 0 pour tout z,y,z € g.

On dit que z et y dans g commutent si leur produit [z, y] est nul. g est dite
abélienne si son crochet de Lie est nul.

Remarque 5.1.1. Dans le cas ou k est caractéristique 2, le fait que [z, 2] = 0
pour tout z € g implique que le crochet de Lie [-, -] est antisymétrique (ou
anticommutatif). Dans les autres cas, c’est équivalent.

On définit de maniére naturelle les notions de sous-algebre de Lie, d’idéal et
de quotient (par un idéal) d’une algebre de Lie g, qui induit sur ces objets des
structures d’algebres de Lie. On définit également la notion de morphisme
d’algebre de Lie, ainsi que la notion de somme directe d’algebres de Lie, ou

58



PREMIERES DEFINITIONS 59

le crochet est définit composante par composante. On appelle normalisateur
d’une sous-algebre de Lie h de g la plus grande sous-algebre de Lie de g dans
laquelle b est un idéal. Notons que la catégorie des algebres de Lie sur un
corps k est une catégorie abélienne, de méme pour sa sous-catégorie additive
constituée des algebres de Lie de dimension finie.

Exemple 5.1.1. Soit 2 une algebre associative, on peut définir un crochet
de Lie en considérant le commutateur

[z,y] = xy — yx pour tout x,y € A,

qui fait alors de 2 une algebre de Lie.

Soit V' un k-espace vectoriel, gl(V') désigne 1’algebre de Lie des k-endomorphismes
de V, muni du commutateur. On appelle algebre de Lie linéaire toute sous-
algebre de Lie de gl(V'), dont les algebre de Lie s[(V') des endomorphismes de
trace nulle, font partie. Dans le cas ou V' est de dimension finie, 'approche
matricielle nous amene également a considérer les algebres gl,, et sl,.

Définition 5.1.3. Soit g une algebre de Lie et € g. On note ad, : g — ¢
I’application k-linéaire définie par

ad,(y) = [z,y] pour tout y € g.

Remarque 5.1.2. Soit g une algebre de Lie et x € g. D’apres I'identité de
Jacobi, ad, est une dérivation de 2. Les dérivations de cette forme seront
appélées intérieures et constituent un sous-espace vectoriel de Der(g), les
autres seront appelées extérieures.

Définition 5.1.4. Une représentation d’une algeébre de Lie g est un mor-
phisme d’algebre de Lie p : g — gl(V), ou V est un k-espace vectoriel. On
dit que V est muni d’une structure de g-module.

On note respectivement g—Mod et g—fmod la catégorie abélienne des gmodules
et sa sous-catégorie additive des g-modules de dimension finie.

On peut, de la méme manieére que pour les modules sur les algebres associa-
tives unitaires, énoncer, pour les modules sur les algebres de Lie, un lemme
de Schur, et son corollaire dans le cas d’un corps algébriquement clos.

Remarque 5.1.3. Soit p : g — gl(V) une représentation, elle définit une
forme bilinéaire sur g par

o(x,y) = Tr(p(x)p(y))
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associative, d’apres I'identité de Jacobi, dans le sens ot

o([z,y], 2) = ¢(x, [y, 2]) pour tout z,y, z € g.

Exemple 5.1.2. Soit g une algebre de Lie. Les endomorphismes ad, défi-
nissent, d’apres 'identité de Jacobi, un morphisme d’algebre de Lie

ad : g— End]k(g)a
qu’on appelle la représentation adjointe.

Définition 5.1.5. Soit g une algebre de Lie. On appelle la forme bilinéaire
symétrique K(-,-) = Tr(ad.ad.) la forme de Killing.

Définition 5.1.6. Soit g une algebre de Lie. Le commutateur de deux parties
A et B de g, que l'on note [A, B] est le sous-espace vectoriel engendré par
les produits [z,y], ol 2 € A et y € B.

Le centralisateur dans g d’une partie A C g est 'ensemble des = € g tels que
[z,y] = 0 pour tout y € A. Le centre de g est le centralisateur de g dans g.

Remarque 5.1.4. commutateur de deux idéaux d’une algebre de Lie g est
encore un idéal de g.

Le centralisateur dans g d’une partie d’une algebre de Lie g est, d’apres
I'identité de Jacobi, une sous-algebre de Lie de g. Toujours d’apres I'identité
de Jacobi, le centre de g est un idéal.

Définition 5.1.7. Soit g une algebre de Lie. On appelle sous-algebre de Lie
dérivée g’ de g I'idéal [g, g]. On définit par récurrence la suite dérivée d’idéaux
de g par

gl _ g/ et gk+1 — [gk7gk}.

On définit par récurrence la suite centrale descendante d’idéaux de g par

g1=g et g1 = (9,0

Remarque 5.1.5. Soit g une algebre de Lie. On a, pour tout & > 1 les
inclusions g* C gy.

Définition 5.1.8. Une algebre de Lie g est dite résoluble sl existe un entier
n tel que g" = 0.
Elle est dite nilpotente s’il existe un entier n tel que g, = 0.
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Définition 5.1.9. Une algebre de Lie g est dite simple si elle est non abé-
lienne (donc en particulier ni nulle, ni de dimension nulle) et si elle n’admet
que des idéaux triviaux (i.e. 0 et g).

Exemple 5.1.3. L’algebre de Lie sl sur un corps k de caractéristique dif-
férente de 2 est simple. Une base de sl en tant que k-espace vectoriel est
donnée par les matrices

(0 0) = (80) (5 0.

Le crochet de Lie est entierement défini par
[X,Y]=H, [H,X]|=2X, [HY]=-2Y.

Proposition 5.1.1. Soit g une algebre de Lie. Il existe un unique idéal
soluble maximal de g.

Définition 5.1.10. Soit g une algebre de Lie de dimension finie. On appelle
radical de g et on note rad(g) 'unique idéal soluble maximal de g.
Si g est non nulle et de radical nul, elle est dite semisimple.

Remarque 5.1.6. Une algebre de Lie simple et de dimension finie est semi-
simple.

Théoréme 5.1.1 (Théoréme d’Engel). Soit g une algebre de Lie de dimen-
sion finie. Si tous les éléments de g sont ad-nilpotents (i.e. leur image par ad
défiit un k-endomorphisme de g nilpotent), alors I’algebre g est nilpotente.

Ce théoreme est une conséquence du théoréme suivant :

Théoréme 5.1.2. Soit g une sous-algebre de Lie de gl(V'), ou V est de
dimension finie. Si g ne contient que des endomorphismes nilpotents et si
V' 2 0, alors il existe un vecteur propre de valeur propre 0, commun a tous
les éléments de g.

5.2 Algebres de Lie semisimples de dimension finie

Dans cette section, les algebres de Lie seront supposées de dimension finie et k
désignera un corps de caractéristique nulle et algébriquement clos (I’exemple
type est C).
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Théoréme 5.2.1. Soit g une sous-algebre de Lie de gl(V'), ou V est de
dimension finie. Si V' est non nul, alors il contient un vecteur propre commun
a tous les éléments de g.

Corollaire 5.2.1 (Théoréme de Lie). Soit g une sous-algebre de Lie de gl(V'),
ou V est de dimension finie. Alors g stabilises un drapeau de V/, i.e. il existe
une base de V' ot les matrices des éléments de g sont triangulaires supérieures.

Proposition 5.2.1 (Décomposition de Dunford ou de Jordan-Chevalley).
Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie et = € Endg(V'), alors

(a) il existe une unique décomposition x = x4+, (appellé la décomposition
de Dunford, de Jordan-Chevalley ou de Jordan tout court de x), out x4
est diagonalisable (appellé la partie diagonalisable de z) et z,, nilpotent
(appellé la partie diagonalisable de x) et tels que d et n commutent ;

(b) il existe des polynomes p(T) et ¢(T') dans k[T] sans terme constant, tels
que x4 = p(x) et x,, = p(x). En particulier x4 et z,, commutent avec tout
endomorphisme commutant avec x ;

(c) si A C B sont des sous-espaces vectoriels de V et si z(B) C A, alors il
en est de méme pour x4 et x,.

Lemme 5.2.1. Soit 2 une k-algebre. Alors Der(2() C Endg(2() contient les
parties diagonalisables et nilpotentes de tous ses éléments.

Théoréme 5.2.2 (Critére de Cartan). Soit g une sous-algebre de Lie de
gl(V), ou V est de dimension finie. Supposons que Tr(xy) = 0 pour tout
x € [g,9] et y € g. Alors g est soluble.

Théoréme 5.2.3. Soit g une algebre de Lie (de dimension finie), on a équi-
valence entre les assertions suivantes :
(i) g est semisimple,
(ii) g est le quotient d’une algebre de Lie b par son radical rad(h),
(iii) g n’admet pas d’autre idéal abélien que 0,
(iv) La forme de Killing K de g est non dégénérée,
(v) g est la somme directe s’algeébres de Lie simples.

Si g est semisimple et si g = Ly @ Lo & --- & L, est une décomposition de
g en somme directe d’algebre de Lie simples, tout idéal simple de g coincide
avec I'un des L. De plus la forme de Killing de Lj est la restriction de la
forme de Killing de g.
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Corollaire 5.2.2. Si g est une algebre de Lie semisimple, alors [g] = [g, ¢]
et tout idéal ou image homomorphique de g est encore semisimple. De plus,
tout idéal de g est somme directe d’idéaux simples de g.

Remarque 5.2.1. Notons que le centre d’une algebre de Lie semisimple est
nul, ou en d’autres mots que la représentation adjointe d'une algebre de Lie
semisimple est fidele.

Théoréme 5.2.4. Si g est semisimple, alors ad(g) = Der(g) (i.e. toutes les
dérivations de g sont intérieures).

Soit g une algebre de Lie semisimple, d’apres la remarque et le théoréme pré-
cédents, ainsi que le lemme 5.2.1, tout « € g admet une unique décomposition
x = d+n telle que ady et ad, soit la décomposition de Jordan dans Endy(g)
de ady, on vérifie en outre que d et n commutent. On appelle cette décom-
position la décomposition de Jordan généralisée et d et n respectivement les
parties diagonalisables et nilpotentes de =x.

Théoréme 5.2.5 (Théoréme de Weyl). Toute représentation de dimension
finie d’une algebre de Lie semisimple est complétement réductible (dans
g—fmod).

Théoréme 5.2.6. Soit g une sous-algebre de Lie de gl(V'), ou V est de
dimension finie. Alors g contient les parties diagonalisables et nilpotentes
dans gl(V') de tous ses éléments. En particulier, les décompostions abstraites
et usuelles de Jordan dans g coincident.

Si une algebre de Lie g ne contenait que des éléments nilpotents (i.e. tous les
éléments de g ont une partie diagonalisable nulle), alors d’apres le théoreme
d’Engel 5.1.1, g serait nilpotente, ce qui ne peut étre le cas d’apres le corollaire
5.2.2. Cela prouve que g posséde des sous-algebres non nulles constituées
uniquement d’éléments diagonalisables (i.e. tous ses éléments ont une partie
nilpotente nulle). On appelle un telle sous-algebre torale.

Lemme 5.2.2. Une sous-algebre torale d’une algebre de Lie g est abélienne.

Soit H une sous-algebre torale de g maximale. D’apres le lemme précédent
elle est abélienne, ce qui implique que les endomorphismes diagonalisables
ady, pour x € H, commutent entre eux. Par suite ces endomorphismes sont
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co-diagonalisables, en d’autres mots 1’espace vectoriel g admet une décom-
position en somme directe constituée des sous-espaces vectoriels

go = {z € g/ [h,z] = a(h)z pour tout h € H},

ou a parcourt I'espace vectoriel dual H*. Remarquons que go = Cy(H), le
centralisateur de H dans g, contenant H d’apres le lemme précédent. L’en-
semble des formes linéaires a # 0 pour lesquelles g, # 0 sont appelées les
racines (ou les poids) de g relativement & H, et on note leur ensemble fini ®.
On a ce qu’on appelle une décomposition en espace de racines (de poids) ou
une décomposition de Cartan :

g:Cg(H)@@Gw

5.3 Systémes de racines

64



QUANTIFICATION DES ALGEBRES DE LIE

65

6 Quantification des algebres de Lie
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7 Les algebres f et leurs formes intégrales 4f

Cette partie, a partir de la deuxieme section, reprend le premier chapitre du
livre [19], avec toutefois quelques ajouts qui seront utiles pour la suite.

7.1 Structures tordues

Dans cette section (G, +) désignera un monoide abélien et v € k un élément
inversible. On suppose de plus que G est muni d’'une forme bilinéaire, que
l'on notera -, a valeurs dans Z . Une algebre (associative et unitaire) graduée
le sera sur G.

Définition 7.1.1. Soit A une Z[v, v~ ']-algebre graduée. Soit z un élément
homogene de A différent de 0, on note |z| 'unique g € G tel que z € A,. On
pose par convention |0 = 0.

Définition 7.1.2. Soient A et B deux k-algebres graduées. On définit le
produit tensoriel tordu des algebres graduées A et B comme étant le k-
module gradué A ®, B, qu'on munit du produit bilinéaire associatif (car -
est bilinéaire) :

(z@y) (@ ®@y) =" e’ @ yy'

ou x,z',y,y" sont des éléments homogenes. On note cette k-algebre graduée
A®B.

Remarque 7.1.1. On peut alors définir le produit tensoriel tordu de n > 2
algebres sans ambiguité. Cette opération est en effet associative : on vérifie
facilement que si A, B et C sont trois k-algebres graduées, les produits des
algebres (A®B)®C et A®(B®C) sont définis tous deux par

((L‘ QYR Z)({E/ ® y’ R Z/) _ U‘y|'|$’\+|z|'|y,|+|2"|50/|:L-x/ ® yy’ ® ZZ/ ,
oux,z',y,y, z, 2 sont des éléments homogenes.
Lemme 7.1.1. Soient Ay, By, Az, By des k-algebres graduées et
Ji:A1— By, fo: Ay — By
deux morphisme de k-algebre graduée. Alors 'application k-linéaire
f1®fo: A1@B; — A;®@By

est un morphisme de k-algebre graduée.
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Démonstration. Immeédiat. O

Lemme 7.1.2. Soient A une k-algebre graduée et r : A — A®A un mor-
phisme de k-algebre graduée, alors (r ® id) o r et (id @ r) ® r sont des mor-
phismes de k-algébre graduée, de A dans AQA®A.

Démonstration. Immeédiat. O

Toutes les notions et les résultats présentés dans cette section sont une gé-
néralisation du cadre de la simple graduation (prendre v = 1 et - nulle),
ce dernier étant lui méme une généralisation du cadre classique (en prenant

(G, +) = (0)).

7.2 Donnée de Cartan

Définition 7.2.1. Une donnée de Cartan est une paire (I, -), constituée d’un
ensemble I (pas nécessairement fini) et d’une forme bilinéaire v,/ — v -/
définie sur le groupe abélien libre Z[I] et a valeurs dans Z. Cette forme vérifie
en outre les axiomes suivants

(a) i-i€4{2,4,6,...} pour tout i € I,

(b) 2% € {0,—1,-2,...} pour tout i # j dans /.

Remarque 7.2.1. Contrairement a ce qui est indiqué dans [19], on permet
a I d’étre infini.

Définition 7.2.2. Soit v 'indéterminée de Q(v) et i € I. On note v; = v*¥/2.

(a) pour toute fraction rationnelle P € Q(v), on note P; la fraction ration-
nelle P(v;), obtenue en substituant v; & v,

(b) pour tout v =Y, v;i € Z[I], on écrit v, = [[, v;* (si v = 1, alors v, est
le v; défini précédemment),

(¢) |v|=> ;v € Z quand v =), ;1 € Z[1].

7.3 Les algébres 'f et f

Définition 7.3.1. On note 'f la QQ(v)-algebre associative unitaire libre en-
gendrée par les générateurs 60; (i € I).
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Définition 7.3.2. Soit N[I] le sous-monoide de Z[I] constitué des combinai-
sons linéaires a coefficients dans N. On note Seq(v) I'ensemble des séquences
T =1d1...10,, telles que 7, € I pour chaque k et telles que ¢ apparait v; fois
dans la séquence (la longueur m de la séquence est alors égale a |v]).

Exemple 7.3.1. Soient i # j, alors Seq(2i + j) = {iij, iji, jii}.

Définition 7.3.3. On note 'f, le Q(v)-sous espace vectoriel (de dimension
finie) engendré par les mondmes 0; = 0;,0;, ---6;_, ou i € Seq(v).

im?

Lemme 7.3.1. On a'f = @, 'f, et cette décomposition fait de 'f une Q(v)-
algebre graduée sur (N[I], +).

Démonstration. Immédiat. OJ

Définition 7.3.4. On note r : 'f — 'f&'f Punique morphisme de k-algébre
graduée qui envoie, pour tout ¢ € I, 6; sur 6; @ 1 + 1 ® 6;.

On note ¢ : 'f — k I'unique morphisme de k-algebre graduée qui envoie, pour
tout ¢ € I, 6; sur 0 (et 1 sur 1).

Remarque 7.3.1. D’apres le lemme 7.1.2, (r ® id) or et (id ® r) @ r sont
des morphismes de k-algebre graduée, de 'f dans 'fQ'fQ’f.

Lemme 7.3.2. On a la propriété de coassociativité :
(reid)or=(>1dr)Qr.

Démonstration. On vérifie que les morphismes envoient 6;, pout tout ¢ € I,
sur la méme image 6, ® 11+ 1®60;60; +1 1R 0,. ]

Lemme 7.3.3. On a la propriété de counité :
(e®id)or=(id®e)or=1id:'f —'f.

Démonstration. On le vérifie de nouveau sur les 6;. ]

Corollaire 7.3.1. 7 et ¢ font de 'f une Q(v)-bialgebre graduée tordue.

Démonstration. Immédiat. O

Proposition 7.3.1. Il existe une unique forme Q(v)-bilinéaire (-,-) sur 'f
qui vérifie les propriétés suivantes :
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ol on note encore par (-, -) la forme Q(v)-bilinéaire sur ‘f&'f, définie par

def
(21 ® 22,27 @ ah) = (w1, 77) (2, 75).
La forme (-,-) sur 'f est symétrique et vérifie
(x,y) = 0 si z et y sont homogenes et tels que |z| # |y|. (7.1)

Démonstration. Voir [19, chapitre 1, proposition 1.2.3]. Ol

Définition 7.3.5. On note Z le radical de la forme (-,-), i.e. 'ensemble des
éléments = € 'f orthogonaux a 'f tout entier : (z,y) = 0 pour tout y € 'f.

Lemme 7.3.4. 7 est un idéal bilatére homogene de ‘f.

Démonstration. Voir [19, chapitre 1, paragraphe 1.2.4]. L’homogénité est
conséquence de 7.1. Ol

Définition 7.3.6. On note f = 'f/7Z la Q(v)-algebre graduée, quotient de
f par le radical Z. La forme Q(v)-bilinéaire (-,-) induit sur f une forme
Q(v)-bilinéaire (-,-) symétrique non dégénérée, que 1'on note encore (-, -). 6;
désignera I'image de 0; € 'f dans f, pour tout i € I.

Remarque 7.3.2. Les espaces homogenes de f, sont de dimension finie, ceci
étant le cas pour les espaces 'f,.

Lemme 7.3.5. On a r(Z) CZ®'f +'fRT.
Démonstration. Voir [19, chapitre 1, paragraphe 1.2.6]. O

Définition 7.3.7. r induit un morphisme de Q(v)-algebre graduée de f dans
f®f, que 'on note encore r.

Remarque 7.3.3. En dessinant un diagramme commutatif et par surjec-
tivité de la projection 'f — f, on voit que la propriété de coassociativité
continue d’étre vraie pour ce nouveau r.
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Lemme 7.3.6. Soit x € Z, alors la projection de x sur 'fy est nulle.
Démonstration. Conséquence des propriété (a) et 7.1. O

Définition 7.3.8. ¢ induit un morphisme de Q(v)-algebre graduée de f dans
Q(v), que 'on note encore ¢.

Remarque 7.3.4. En dessinant un diagramme commutatif et par surjecti-
vité de la projection 'f — f, on voit que la propriété de counité continue
d’étre vraie pour ce nouveau €.

Corollaire 7.3.2. r et ¢ font de f une Q(v)-bialgebre graduée tordue. La
projection de 'f dans f est un morphisme de Q(v)-bialgebre graduée tordue.

Démonstration. Immeédiat. O

Définition 7.3.9. On note " : Q(v) — Q(v) 'unique involution de Q-algebre
qui envoie v sur v~!. Soient E et F deux Q(v)-espaces vectoriels gradués
(sur (G,+) quelconque ici), on dit que f: E — F est une application Q(v)-
antilinéaire préservant la graduation si f est une application Q(v)-linéaire
préservant la graduation, quand on considere F' avec la structure d’espace
vectoriel graduée induite par ~ (ou de fagon équivalente quand on considere
E avec cette nouvelle structure). On définit de la méme fagon un morphisme
antilinéaire de Q(v)-algebre graduée.

Définition 7.3.10. On note ~ : 'f — 'f 'unique involution antilinéaire de
Q(v)-algebre graduée qui a 6; associe 6;, pour tout ¢ € 1.

Lemme 7.3.7. ~ envoie Z dans lui-méme.

Démonstration. Voir [19, chapitre 1, paragraphes 1.2.10, 1.2.11 et 1.2.12]. [
Définition 7.3.11. L’involution ~ : 'f — ’f induit une involution antilinéaire
de Q(v)-algebre graduée de f dans f, que 1'on note encore "

7.4 Les relations quantiques de Serre

Définition 7.4.1. Soit p € Z et i € I, on note 91@) (dans 'f ou f) I’élément
0¥ /[p)', si p > 0, I'élément O sinon.
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Lemme 7.4.1. Pour tout p € Z, on a
)= X 0 5l
t+t'=p
Démonstration. Voir [19, chapitre 1, lemme 1.4.2].

Proposition 7.4.1. Les générateurs 6; de f satisfont les identités

Z (—1)pl9£p)9j0§p/) =0 pour tout ¢ # j dans I.

pp/=1-2%4

Démonstration. Voir [19, chapitre 1, section 1.4].

Lemme 7.4.2. Pour tout p > 0, on a

P

07,67) = [Tt = 072) 7 = o™ 20 — o) 2 (pl)

s=1

Démonstration. Voir [19, chapitre 1, lemme 1.4.4].

]

Remarque 7.4.1. On appelle les identitités ci-dessus les relations quan-

tiques de Serre.

7.5 L’algebre 4f
Définition 7.5.1. On note A I'algébre Z[v, v™1].

Définition 7.5.2. On note 4f la sous-A-algebre de f engendrée par les élé-

ments 91(8), ol 4 parcourt I et s parcourt Z.

Remarque 7.5.1. Puisque les 958) sont homogenes, 4f possede de fagon
naturelle une structure de A-algebre graduée. On note 4f, ses espaces homo-

genes (qui sont des A-modules).

Définition 7.5.3. On note Q(v)f le quotient de g,)'f par I'idéal bilatere

engendré par les éléments

D= Y (—1)7"6" 0,0,

pp'=1-2%1

9.

ou i # j parcourent [ et p,p’ > 0.
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Remarque 7.5.2. Les ®; ; étant homogenes, Q(D)F est une Q(v)-algebre gra-

duée, dont on note les espaces homogenes g f, (qui sont des Q(v)-espaces
vectoriels de dimension finie).

Théoréme 7.5.1. Le morphisme de Q(v)-algebre graduée naturel (d’apres
les relations quantiques de Serre : voir 7.4.1) gf — f est un isomorphisme.

Démonstration. Voir [19, chapitre 33, théoréme 33.1.3]. O

Lemme 7.5.1. Le morphisme naturel de A-algebre graduée
af @4 uf = f ®qu) £

est injectif. Plus généralement, le résultat reste vrai pour n > 2 tensorisations
tordues.

Démonstration. Admis. O

Lemme 7.5.2. r : f — f et ¢ : f — Q(v) induisent des morphismes de
A-algebres graduées, que I'on note encore r et .

Démonstration. Le lemme précédent ainsi que le lemme 7.4.1 donnent le
résultat pour r. Quant a ¢, on vérifie que les générateurs 01(3) sont envoyés
dans A par ¢ O

Lemme 7.5.3. r et ¢ font de 4f une A-bialgébre graduée tordue.

Démonstration. Les propriétés de coassociativité et de counité se démontrent
en dessinant des diagrammes commutatifs, en utilisant le lemme 7.5.1 avec
n = 3 et le fait que 4f s’injecte dans f. O

Lemme 7.5.4. La forme Q(v)-bilinéaire (-,:) sur f induit une forme A-
bilinéaire sur 4f.

Démonstration. Conséquence du lemme 7.4.2 et de la propriété 7.1. O
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8 Groupe symétrique et algebres de nilHecke

8.1 Le groupe symétrique

Nous allons donner ici quelques résultats utiles sur le groupe symétrique,
ainsi qu’une présentation de celui-ci par générateurs et relations.
Soit m € N non nul, on note S, le groupe symétrique.

Définition 8.1.1. Soit w € S,,. [(w) désigne I’ensemble des inversions de w,
i.e. 'ensemble des couples (7, j) tels que 1 < i < j < m et w(i) > w(j). On
note l(w) et on appelle longueur le nombre d’inversions, i.e. le cardinal |I(w)|.

Lemme 8.1.1. Soit u et v deux permutations de S,,, alors 1(vu) < 1(u)+1(v).

Démonstration. u induit une bijection naturelle de U = {(i,7) / 1 < i <
j < m}, que l'on note encore u. On note I; = u™(U — I(v)) N I(u) et
I, = u ' (I(v))N(U—=I(u)). On vérifie alors que I(vu) = I; UI,. Or |I;| < [I(u)|
et |Ix] < |I(v)| car u est injective sur U, ce qui démontre la proposition. [

Remarque 8.1.1. On peut préciser le lemme (en reprenant la preuve) :
I(vu) — 1(u) — 1(v) est un entier positif pair.

Pour 1 <i < m — 1, soit s; la transposition (i i4+1). Ces permutations sont
de longueur 1.

Lemme 8.1.2. Soit w une permutation de S,, et 1 < ¢ < m — 1. Alors la
multiplication & gauche de w (respectivement & droite) par s; augmente ou
diminue de 1 la longueur de w.

Démonstration. Reprendre la preuve du lemme précédent. O

On peut remarquer deux choses. La seule permutation de longueur nulle
est I'identité. En effet, soit w une telle permutation, alors w(l) < w(2) <
-+ < w(m). De méme on vérifie que la permutation wy, définie par wy(i) =
wo(m — i+ 1), pour 1 <i < m, est 'unique permutation de longueur maxi-

male ™71

Il est connu que les transpositions s; engendrent le groupe symétrique. Ainsi
toute permutation de S, s’écrit comme un produit d’éléments de la famille
(8i)1<i<m—1, étant donné que s; est son propre inverse. Si w est une permu-
tation de longueur r, alors elle ne peut s’écrire que comme le produit d’au
minimum 7 transpositions s; d’apres le lemme 8.1.2.
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Définition 8.1.2. La décomposition (ou présentation) w = S, ... S, sera
dite réduite (ou minimale) si w est de longueur r.

Remarque 8.1.2. L’unique décomposition réduite de I'identité est la dé-
composition vide.

Voici un exemple utile :

Lemme 8.1.3. [s1][s281] - -+ [Sm—2 - S251][Sm_1 - - $251] est une présentation
minimale de wy.

Démonstration. Le nombre de transpositions convient et on vérifie I’égalité
des deux permutations par leur action sur l'ensemble {1,...,m}. O

Remarque 8.1.3. Puisque wo_l inverse tous les couples (i,7), o i < J, wy
est son propre inverse. Ainsi [s18g -+ Sp_1][S152 -+ Sm—2] - - - [s152][$1] est une
autre présentation minimale de wy.

Il peut donc exister plusieurs décompositions réduites pour une méme per-
mutation, la proposition suivante montre qu’il en existe au moins une.

Proposition 8.1.1. Soit 0 < r < w, et w une permutation de longueur
r. Alors w peut s’écrire comme le produit de r transpositions s;.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 7.
1. Pour r = 0, le mot vide convient.

2. Supposons maintenant que I’existence soit vérifiée pour r > 0 et soit w
de longueur r+ 1. Alors il existe 1 < i < m—1 tel que (i,i+1) € [(w).
En effet dans le cas contraire, on aurait w(l) < w(2) < -+ < w(m),
donc w serait l'identité, qui est de longueur nulle donc différente de
r+ 1. On vérifie que [(ws;) = [(w) — 1 et on applique alors ’hypothese
de récurrence pour conclure.

O
Les transpositions s; de S, vérifient les relations suivante :
s2 =1
sis; = sjs; si|j—i|>1 (8.1)
S$iSi+18i =  Si415iSi+1-
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Les relations de la deuxieme ligne s’appellent les relations de commutation,
celles de la derniere ligne les relations de tresse. Cette dénomination vient
du fait que les deux diagrammes

sur lesquels on peut lire la permutation (les brins sur les cotés ne sont pas
dessinés) sont la projection sur le plan horizontal d’'un méme diagramme
tridimensionnel (une tresse).
Notons que si 'on supprime la premiere relation, on obtient ce que 1'on
appelle le groupe des tresses.

Définition 8.1.3. Soit w une permutation dans S,,. On définit G(w) le
graphe non orienté dont les sommets sont les décompositions réduites de w,

que l'on voit comme des mots sur 'alphabet {si, ..., s,_1}. Deux sommets
x et y sont reliés s’il existe une suite finie de mots xo,...,z, (ou p € N),
avec rg = x et x, = y, tels que pour k € {0,...,p — 1}, x4, s’obtient a

partir de z, en remplagant dans ce dernier, soit s;5;11; par s;415;S;+1 (pour
1 <i<m—2),soit $;415;5;11 Par s;s;4+18;, Soit s;5; par s;s; (pour |j—i| > 1).

Remarque 8.1.4. On note que tous les mots x;, intervenant dans la défi-
nition des arrétes sont des mots réduits (i.e. définissent des décompositions
réduites) de w, car ils sont de longueur r = 1(w).

Lemme 8.1.4. L’ensemble des inversions de la permutation w = s,, - - Sq, ,
de longueur r, est le suivant

I(w) = {wh (in,ins1) , 1<h < r} (8.2)

OU Wy, = Sq, *** Say,; -

Démonstration. La preuve est celle de [20, chapitre 2, lemme 2.1.4].
On vérifie que si u est une permutation, et ¢ un entier tel que 1(us;) = 1(u)+1,

alors
I(us;) = s;(I(u)) U {(i,i+ 1)},

et I'on conclut par récurrence. O
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Corollaire 8.1.1. Soit s, - - - S,, une présentation minimale d’une permuta-
tion w, alors si le couple (4, 7), o i < j, n’est pas inversé par w,

an 7 Sap,y*Sa, (1) quand  sq, -84, (7) = ap + 1.
Démonstration. Immédiat. OJ

Lemme 8.1.5. Lemme de l’échange
Soit w une permutation dans S,,. Si S4, ... 54, €t Sp, ... S, sont deux mots

T

décompositions réduites de w, alors il existe 1 < k < r tel que

(8.3)

w:sblsa18a2...8ak...8b

T

ou le chapeau sur s,, signifie que cette transposition n’apparait pas.

Démonstration. La preuve est celle de [20, chapitre 2, lemme 2.1.7].
D’apres la description, donnée par le lemme précédent, de I(w™!) en fonction
d’une présentation minimale, il existe un entier k tel que

(b1, b141) =S4y +* * Sap_, (ak, ax+1).
D’ol 8p, 54, 8as " * Sap_; = SaiSas " " Sar_y Sax, €€ qui implique le résultat. [

Proposition 8.1.2. Pour toute permutation w € S,,, le graphe G(w) des
présentations minimales est connexe.

Démonstration. La preuve est celle de [20, chapitre 2, proposition 2.1.6].
Montrons le résultat par récurrence sur r.

1. Pour r = 0, il existe une seule décomposition réduite de 'identité.

2. Supposons le résultat démontré pour r» € N et soit w = 54, 84, * * - 54,,,
et w = sp,8p, - - Sp,,, deux présentations minimales de w. Soit k I'entier
donné par le lemme de ’échange. Supposons k < r pour commencer.
Par hypothese de récurrence, Sy, Sq; Sas - - - 5.; -+ 84, se déduit, en opé-
rant sur les r premiers termes uniquement et en utilisant seulement
les relations de tresse et de commutation, de S, Sq, - Sq,. (d’apres
le lemme 8.1.2, les mots Sa, Say - * Sa, €6 Sby 'Say Sap *** Say, ** * Sa, T€S-
tent réduits). sy, Sp, - - Sp,,, se déduit ensuite de la méme fagon de
Sby SarSas * Sap *** Sa,,, €N opérant cette fois-ci sur les 7 derniers.
Supposons a présent k = r—+1. Premier cas : a1 et by ne sont pas consécu-
tifs, donc s,, et s, commutent. On peut alors passer de 54,54, * - 5q,,, &
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SaySb, SAg - - + Sq, €N opérant sur les r derniers termes et en utilisant seule-
ment les relations de tresse et de commutation, puis & Sy, S¢; Say * * * Sa,
en faisant commuter les deux premiers, et I'on conclut comme précé-
demment. Second cas : a; et by sont consécutifs. On applique & nouveau
le lemme de I'échange a 54, 84, ** Sq,,, €t Sp,5a; Say ** * Sa,., qui fournit
une nouveeau mot réduit S, sp, 'S4y - Sap -+ * Sq,. On passe alors de
SarSas *** Says1 & Say SbySaySas ** Say, * * * Sa, €N Opérant sur les r derniers
termes, puis de ce dernier & sy, Sq, !Sp, -+ Sa,, -+ - Sa, Via les relations de
tresses, et ’on conlut comme précédemment.

O
On peut a présent donner une présentation du groupe symétrique S,,.

Théoréme 8.1.1. Le groupe symétrique S,, est isomorphe au groupe en-

gendré par les m — 1 éléments sq, ..., s, 1, et vérifant les relations :
2 _
s; =1
5;8; = 858 si ’j — Z‘ > 1
SiSi+1S8i =  Si+1SiSi41-

Démonstration. Soit w € S,,, on va montrer que si x et y sont deux mots
(pas forcément réduits) définissant w, alors on peut passer de I'un a 'autre
en utilisant seulement les relations de I’énoncé.

Pour cela, d’apres la connexité de G(w), il suffit de prouver que si 54,54, - - - 54,
est un mot définissant w, alors on peut obtenir, & partir de ce dernier, un
mot réduit de w en utilisant seulement les relations de 1’énoncé. Soit k tel
que la décomposition u = 54, Sq, - - - 54, soit réduite, tandis que la décompo-
sition v = us,,,, ne l'est pas. Alors d’apres le lemme 8.1.2, 1(v) = k — 1.
D’apres la proposition 8.1.1, v §’écrit comme le produit de k£ — 1 transpo-
sitions sy, Sp, * =+ Sp,_,- On a alors u = sy, Sp, *** Sy, Sa,,,- Par connexité
de G(w), on peut passer de sq, Say - Sa, & Spy Sby* " Sby_y Sapis Sanis " Sap
en utilisant seulement les relations de tresse et de commutation, puis a
Sby Sby * " * Sby_y Saris " * Sa, €N utilisant la relation d’idempotence. On conclut
par récurrence. 0

Il existe d’autres preuves de la présentation de S, (voir par exemple [15,
début du chapitre 4]). Toutefois celle présentée ici fait intervenir la notion
de longueur d’une permutation et quelques-uns des résultats qui lui sont liés,
utiles pour la suite.
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8.2 Les sous-groupes de Young

Pour cette section, les résultats sont donnés sans démonstration et ’on pourra
consulter [7, section 1] pour plus de détail.

Définition 8.2.1. Une composition p de m est une suite finie (p1, po, . . . f1,)
d’entiers strictement positifs tels que pq + po + - - - + p = m.

Définition 8.2.2. Le sous-groupe de Young associé a une composition p de
m est le sous-groupe S, X Sy, X --- xS, de S,. On note ce sous-groupe S,.
Lemme 8.2.1. Soit y une composition de m. Dans chaque classe a gauche
wS,, de S, modulo S,, il existe une unique permutation de longueur mini-
male.

Définition 8.2.3. Soit p une composition de m. On appelle battages les

représentants de longueur minimale des classes a gauche de S, module S,,.
On note D,, ou encore D(p, pto, . .., ptr) U'ensemble des battages.

Exemple 8.2.1. Voici le diagramme d’'un élément de D(3,6) :
1 2 3 4 5 6 7 8 9

12 3 4 5 6 7 8 9

/

La permutation correspondante envoie chaque entier écrit en bas sur I’entier
écrit en haut, relié par le brin associé.

Lemme 8.2.2. Soit ;4 une composition de m. Dljl est 'ensemble des repré-
sentants de longueur minimale des classes a droite de S, module S,.

Exemple 8.2.2. Voici le diagramme d’un élément de D~1(4,5) :

AN AN

Ve

12 3 4 5 6 7 8 9
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Lemme 8.2.3. Soient p et y/ deux compositions de m. D, & D;'N Dy

est 'ensemble des représentants des biclasses S,wS,, de S,,, modulo S, —5,,.

Pour chaque d € D,, v, on a de plus les propriétés suivantes :

(1) S,NdS,yd™* et d7*S,dN S, sont des sous-groupes de Young de S,,, on
notera uNdy' et d=1pN ' les compositions de m respectives correspon-
dantes,

(2) Papplication w + d~'wd induit un isomorphisme de groupe preservant
les longueurs, de S,nq dans Sg-1,n,,

(3) chaque w € S,dS,, s’écrit de maniére unique sous la forme w = udu/,
ouu € S, etu €85, N D;luﬁu” on a de plus l(w) = I(u) +1(d) + 1(u)
et S,y N D;l -, €5t Pensembles des représentants de longueur minimale

—1
pup
des classes a droite de S,y modulo Sg-1,q,.

8.3 Les algebre de nilHecke
Dans cette partie k désignera Z ou un corps.

Définition 8.3.1. Soit m > 1. L’algebre de nilHecke N H,, est la k-algebre
engendrée par les éléments xq,..., T, €t S1,...,Sy,_1 et définie par les rela-
tions de nilCoxeter

s2 =0
SeSp = SpSq sila—0b >1 (8.4)
SaSa+15¢ = Sa+1SaSa+1
les relations
ToZp = TpLg (8.5)
et les relations
Saly = XpSq SibF#a,a+1
SeTq = Tg418q+1 (8.6)
SaTatl = XqSq — L.

Par convention, on pose N Hy = k.

Il existe d’autres définitions sensiblement différentes pour les algebres de nil-
Hecke, on peut par exemple demander s = 1 dans les relations de nilCoxeter
qui sont alors celles du I'algebre du groupe symétrique.

Remarque 8.3.1. Les relations 8.5 permettent de voir que 'on a un mor-
phisme d’algebre de k[z1, ..., 2, dans N H,,. On peut donc parler du poly-
noéme f dans N H,,. On verra que le morphisme est en fait injectif.
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Remarque 8.3.2. La symétrie des relations définissant N H,, permet de
definir une anti-involution ¢ (unitaire) de k-algebre graduée par ¥ (z,) = z,
et (8q) = Sa-

Proposition 8.3.1. k[z1, ..., 2,,] est muni d’une structure de N H,,,-module
en faisait agir x; par multiplication par z; et s, comme I'opérateur de diffé-

rence divisée :
Ol f(2)) = L) = 5af (@),

Lo — Tat1
k[z1,..., 2] est un module indécomposable.
Démonstration. Il faut vérifier que les opérateurs de multiplication et les opé-

rateurs de différence divisée vérifient les relations définissant N H,,. Exceptée
la derniere relation de nilCoxeter, les autres se vérifient immédiatement :

1
0a041104(f) = R

[ 1 (f—saf _sa+1f—(aa+2a+1)f>

Tat+1 — Ta42 Tg — Ta+1 Lo — Ta42

Lag — Ta42 \Ta — Ta+l Tor1 — La42

1 (f—saf _(aa+1a+2)f—(aa+2)f)]’

1
0a+10a0a+41(f) = T — 7o

[ 1 (f—5a+1f _saf—(aa+1a+2)f>

Tg — Tat1

Ta+1 — Ta+2 Lg — Ta42

1 <f—sa+1f_(aa+2a+1)f—(aa+2)f)]_

Lg — Ta42 Ta+1 — Ta+2 Lg — Ta+1

Un calcul montre alors que les deux expressions sont égales a
1

(xa - anrl)(Ia - xa+2)(xa+1 - Ia+2)

[f —Saf = Sar1f—(aa+2)f

+(@a+la+2)f+(aa+2a+1)f].
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Soit ¢ € Endyg,, (K[x1,...,2m]) et g = ¢(1). Alors (p o )(1) = g*. Donc
¢ idempotent implique que g* = g, c’est-a-dire ¢ = 0 ou ¢ = 1. D’apres la
structure de module de k[z1, ..., z,,], cela implique ¢ = 0 ou ¢ = id. Au vu
de la proposition 3.7.2, on en conclu que ce dernier est indécomposable. [

Pour chaque permutation w € S,,, on définit W = s,,...5,. € NH,p, ou
Sqy - - - Sq, €st une présentation réduite de w, et r = I(w) (voir la section pré-
cédente 8.1). Cet élément ne dépend pas du choix de la présentation d’apres
les relations et la connexité du graphe G(w) des mots réduits de w (proposi-
tion 8.1.2).

Les carrés des éléments s, de NH,, étant nuls, ’élément associé comme
ci-dessus & un mot aj ...a, non réduit de w, est nul. Soit en effet i le plus
grand entier tel que a; . ..a; soit réduit, et u la permutation correspondante.
Alors v = us,,,, est de longueur < — 1, et si by ...b;_; en est un mot réduit,
by ...bi_1a;41 est un mot réduit de u (pour les détails, on pourra consulter la
preuve du théoreme 8.1.1). Il vient

W= Sq, ...5q, = USa;,, ---Sa, = Sby - - Sb;_,5a;415ai41 - - - Sa, = 0.
Lemme 8.3.1. Soit u et v deux permutations, alors
— Jouv st w) =1(u) 4+ 1(v),
w= { 0 sinon.
Démonstration. Conséquence de ce qui précede. O

La discussion précédente s’applique de la méme maniere aux opérateurs d,,
qui d’apres la proposition précédente vérifient eux aussi les relations de nil-
Coxeter. On définit ainsi des opérateurs J,, grace aux présentations réduites
de w et on a de nouveau le lemme :

Lemme 8.3.2. Soit u et v deux permutations, alors

0,0, = { O st l(uv) = l(u) + 1(v),

0 sinon.
Lemme 8.3.3. Soit wy la permutation de longueur maximale, alors

O (™2 2y ) = 1.
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Démonstration. Conséquence du lemme 8.1.3. 0

Proposition 8.3.2. La famille d’opérateurs
(faw / fE€Zxy,...,xn]etweE Sm)
est libre (i.e. elle définit une famille libre dans le k-module Endy (k[z1, . .., z]).

Démonstration. Supposons que la famille ne soit pas libre, en d’autres termes,
qu’il existe une famille non nulle (f,,) de polynémes tels que

> fods=0.
WESMm

Soit u une permutation de longueur minimale telle que f, soit non nul. Alors
il existe une unique permutation v telle que uv = wy. Soit w # u telle que
fo # 0, alors, d’apreés la minimalité de wu, la maximalité de wy et le lemme
8.3.2, 0,0, = 0. Ainsi f,,0,, = 0 et le lemme 8.3.3 permet de conclure.  [J

Proposition 8.3.3. La famille
(f&/ feklz,...,zn) et we Sy,)
est une famille génératrice du k-module N H,,.

Démonstration. Les relations 8.6 permettent de voir par récurrence que tout
élément de N H,, est une combinaison linéaire de produits zy, ou = est un
produit de générateurs x; et y un produit de générateurs s;. Les relations 8.5
montre que x s’identifie & un polynoéme et la discussion précédente montre
que y est soit nul, soit égal & un élément de forme ©. O

Théoréme 8.3.1. La famille
(f&/ fekzy,...,zn] et weS,,)
est une base du k-module NH,,.

Démonstration. D’apres la proposition 8.3.1, on a un morphisme de k-module
de NH,, dans Endy(k[z1, ..., z,,] qui envoie la famille génératrice de 1’énoncé
sur une famille libre (proposition 8.3.2), ce qui prouve le théoréme. O

Remarque 8.3.3. Par symétrie, la famille (& f / f € k[z1,..., 2] et w €
Sm) est également une base.
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Corollaire 8.3.1. k[zy,...,x,,] s’injecte dans N H,,,.
Démonstration. Immédiat. O

Remarque 8.3.4. Comme autre conséquence du théoreme, on peut re-
marquer que la représentation définie dans la proposition 8.3.1 est fidele.
En effet la preuve du théoréme montre en particulier que le morphisme
NH,, — Endg(k[zy,...,2,)] est injectif.

On peut ainsi définir 'algebre de nilHecke comme I’algebre unitaire des en-
domorphismes du k-module k[xy, ..., z,,], engendré par les multiplications
par xj et les opérateurs de différence divisée.

Lemme 8.3.4. Soit f € k[xy,...,2z,], on a dans N H,, les égalités :
Saf = (8a-f)sa + 0u(f)
fsa = 5a(sa-f) + 0u(f)

ou s,.f désigne 'action habituelle de la permutation s, sur le polynéme f.

Démonstration. Par linéarité, il suffit de le vérifier sur les monoémes. On
procede par récurrence sur le degré total d’'un monéme (on prouve la premiere
égalité).
1. Si le degré total est nul, le mondéme est 1, et on vérifie bien 1’égalité.
2. Supposons ’égalité vérifiée pour les monémes de degré total d € N.
Soit f un monéme de degré d + 1. f s’écrit f = x,g avec g mondéme de
degré d.
Supposons b # a,a + 1, alors s,f = s,2,9 = TpSe9 = Tp(S4.9)Sa +
2p04(9) = (Sa-f)Sa + 0u(f)-
Supposons b = a, alors s,f = 8,249 = Tas15a9 + 9 = Tay1(Sa-9)Sa +
Ta:10a(9) + g = (Sa.f) + Ou(f). En effet Zed—toti(ag) _ fag=Torrg 4

Y Ta—Ta+1 Ta—Ta+1
Lat1 ﬂcifw(:fl'
Supposons b = a + 1, alors s,f = $4Ta119 = TaSag — § = Ta(S4.9)Sq +
xaaa(g) —g= (sa'f) =+ 8a(f) En effet Ta19 To(%.g) = Zg+1 p——

Ta—Ta+1 Ta—Ta+1
Tagd—Ta+19

Ta—Tat1

La premiere égalité s’écrit aussi (S,.f)sq = Sof — 9u(f). En posant g = s,.f,
on a alors gs, = $4(S4-9) — 0a(Sa-9) = Sa(Sa-9) + 04(g), ce qui prouve la
deuxieme égalité, 'action de s, étant bijective. O
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Définition 8.3.2. On définit un ordre partiel, appelé ordre de Bruhat, sur
I’ensemble S, des permutations en posant u < v si v = us,, - - - Sq4,, avec
r>0etsil(v)=1u)+r.

Lemme 8.3.5. Soit f € k[zy,..., 2] et w € S,,,. On a dans N H,, les égalité
suivantes :

Of = WHD+ fuu,

u<w

fo=0w )+ ufl,
u<w
ou < désigne 'ordre de Bruhat et f,, f, des polyndmes de degrés totaux
strictement inférieurs a celui de f.

Démonstration. On procede par récurrence sur la longueur de w (on prouve
la premiere égalité).

1. Si w est de longueur nulle, w = id et on vérifie bien ’égalité.

2. On suppose 1'égalité vraie pour les permuations de longueur [ € N.
Soit w de longueur [ + 1 et f un polynéme. w s’écrit w = wvs, avec
l(v) =1. AinsiWf = Vs, f = 0(Sq.f)5a+00a(f) = (w.f)O+ (v.0,(f)) v+
Y u<w fut, en utilisant le lemme précédent et ’hypothese de récurrence.
0a(f) étant de degré total strictement inférieur a f, ’égalité est vérifiée
pour w.

On procede de la méme maniere pour la seconde égalité. Ol

Proposition 8.3.4. Le centre de 'anneau de nilHecke N H,, est I'anneau
des polyndémes symétriques en x1, ..., T,.

Démonstration. La définition de N H,, en termes d’opérateurs sur 1’algebre
des polynomes permet de voir facilement que les polynémes symétriques sont
dans le centre de N H,,. Pour la réciproque il suffit d’adapter la seconde partir

de la démonstation de [16, chapitre 3, théoreme 3.3.1]), ou le théoréme 3.2.2
et le lemme 3.2.1, utilisés dans la preuve, correspondent ici au théoreme 8.3.1
et au lemme 8.3.5. O

On définit une graduation de N H,, en posant

deg(z,) =2 et deg(s,) = —2.
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Les relations définissant /N H,,, sont homogenes, ce qui montre que la gradua-
tion est bien définie.

Par ailleurs I’action de N H,,, définie dans la proposition 8.3.1 fait de k[z1, . . ., z,,]
un N H,,-module gradué, et ¢ est un anti-morphisme qui préserve la gradua-
tion.

Lemme 8.3.6. Les éléments e, = x1™ '™ 2 ... 2100 et ¥(en) = Wory™ 2™ 2.

sont idempotens et de degré 0.

o Tm—1

Démonstration. 11 suffit de le vérifier pour e,,. deg(e,,) = 0 est conséquence

de lwp) = % Pour I'idempotence, on utilise la définition de NH,, en

termes d’opérateurs. Soit donc f un polynéme, D’apres la théoreme 2.3.2, le

lemme 8.3.3 et le fait que les opérateurs de différence divisée fasse baisser de

un le degré total d'un polynome, d,,(f) = g, ou g est le polynéme symétrique,
m—2

composante de f par rapport & #7123 2.z, 1. Ainsi €2, (f) = g = en(f),

ce qui conclut la démonstration. O

Proposition 8.3.5. NH,,¥(e,,) est un idéal a gauche gradué, isomorphe en
tant que N H,,-module gradué a la représentation polynomiale.

Démonstration. On construit le morphisme de module qui a f € k[zy, ..., 2]
associe fi(ey,). Vérifions que Papplication est bien N H,,-linéaire. L’action
des z, est clairement conservée. On sait d’apres le lemme 8.3.4 que s, f =
(8a-f)Sa + 0u(f). Or s,p = 0 d’apres le lemme 8.3.1, ce qui prouve que
I’action des s, est également conservée. Le morphisme préserve clairement la
graduation. D’apres le theoreme 8.3.1 et le lemme 8.3.5, il est injectif. Fina-

lement le lemme 8.3.1 prouve que NHv(e,,) = k[xy, ..., z5|0(en), ce qui
montre que le morphisme est surjectif. Ol
Proposition 8.3.6. En notant P,, = Kk[z1, ... ,xm]{—W} la représen-

m(m—1)
2

tation polyndémiale dont la graduation est abaissée de , on a l'isomor-

phisme de N H,,-module (& gauche) gradué :

NH,, = P,

m(m
2

De méme, en notant ,,P = e,,.NH,,{— _1)}, on a l'isomorphisme de

N H,,-module a droite gradué :

NH,, ~ml"
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Démonstration. Admis pour le premier isomorphisme. Le second s’obtient en
appliquant I'anti-involution . Ol

Définition 8.3.3. On note L(i"™) = Indﬂiv[ﬁ”;z (L), o0 L désigne le
klx1, xg, ..., zp]-module k (muni de la graduation triviale) sur lequel les x;

agissent trivialement.

Lemme 8.3.7. Supposons k algebriquement clos. L’espace propre de L(i™)
commun aux opérateurs xy, xs, ..., T, est 1 ® L. Tous les blocs de Jordan de
x1 sont de taille m.

Démonstration. On adapte la démonstration de [16, lemme 4.3.1]. O

Remarque 8.3.5. Notons que les auteurs de I'article [17, lemme 2.1] four-
nissent une autre démonstration.

Théoréme 8.3.2 (Théoréme de Kato). Supposons k algebriquement clos et
soit p1 = (g1, p2, - - -, ) une composition de m. Notons Res];" et Res;; ; la
restriction de N H,, respectivement a la sous-k-algebre homogene

]\T_H‘u§]\/'ffu1 ®kNHM2®k"'®kNHm

et a la sous-k-algebre homogene NH,, ;.

(a) L(i™) est 'unique N H,,-module irréductible, & isomorphisme homogene
pres;

(b) Les seuls facteurs de composition de Res;L(:"™), & isomorphisme homo-
geéne preés, sont L(i") @y L(i"?) @y --- @ L(i#") et soc(Res) L(i™)) est
irréductible ;

(c) soc(Resp

m L L(i™)) = L(i™™'), & isomorphisme homogene pres.

Démonstration. On adapte la démonstration de [16, théoreme 4.3.2]. O
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9 Les anneaux R(v)

9.1 Construction et définitions

La construction de 'anneau R(v) utilise des diagrammes planaires (qui rap-
pelle fortement ceux du groupe des tresses [15]).
Je fixe deés & présent J l'intervalle [0, 1] et m un entier dans N.

Définition 9.1.1. Soit s € N. Un diagramme a m brins est la donnée d’une

partie D C R x J, union de m intervalles topologiques (homéomorphes a

J), appelés les brins, et de s points ¢y, ...,¢, dans Rx]0,1[, vérifiant les

conditions suivantes :

- la projection R x J — J plonge surjectivement chaque brin sur J,

- chaque point de {1,2,...,m} x {0, 1} appartient a un unique brin,

- chaque point de R x J appartient au plus a deux brins, et dans ce cas,
le croisement se fait transversalement, c’est-a-dire qu’a homéomorphisme
local pres, le diagramme ressemble a {(z,y) / xy = 0},

- chaque point ¢; appartient a un unique brin.

Par abus de language, on désignera par D le diagramme.

La condition de transversalité implique en particulier que le nombre de croi-
sements est fini. Voici un exemple de diagramme :

Il faut maintenant pouvoir identifier deux diagrammes quand I'un se déforme
continiiment vers l'autre :

7Y - K

Définition 9.1.2. Deux diagrammes D et D’ sont dits isotopes si s = s et
8’1l existe une fonction continue F' : D x J — R x J, de telle sorte que :

- la partie Dy = F(D x s) C R x J est un diagramme & m brins,

- quelque soit s, F'(.,{s}) est injective,
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- D0:DetD1:D’,
- quelque soit k, F(cg, 1) = ¢}

Cette définition implique que les diagrammes D, sont deux a deux homéo-
morphes. On remarque de plus que F fixe les points de {1,2,...,m} x {0, 1}.
11 clair que la relation d’isotopie entre les diagrammes est une relation d’équi-
valence.

De méme que pour les tresses, on peut définir une opération de concaténation
entre diagrammes, compatible avec la relation d’isotopie. Cette opération est
associative et possede un élément neutre évident :

On peut & présent commencer a construire 'anneau R(v).

On fixe un graphe I', non nécessairement fini, avec I I’ensemble de ses som-
mets, et Er 'ensemble de ses arrétes non orientées. On suppose que I' ne
posseéde ni boucle, ni arréte multiple. Par N[/] on dénote le monoide com-
mutatif engendré librement par les sommets de I" et pour v € N[I], on note

v=> vi-i, yeN (9.1)

Soit |v| = Y v € N, et Supp(v) = {i / v; # 0}. On définit une forme
bilinéaire sur Z[I] pari-i =2, i-j = —1 si i et j sont reliés par une arréte,
et 7-j = 0 sinon.

A T on va associer des opérations algébriques sur les diagrammes. Pour cela
on considere des diagrammes dont chaque brin est indexé en bas par un
sommet du graphe. Voici un exemple d’un tel diagramme :
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Deux diagrammes indexés sont dits isotopes si ils le sont en tant que dia-
grammes et si ils sont pareillement indexés :

N7 - KK

A partir de maintenant D désignera un diagramme indexé, ou encore sa classe
d’isotopie, et on parlera simplement de diagramme.
Fixons v € N[I]. Soit Seq(v) 'ensemble des séquences de sommets 7 =
i1...1,, telle que 4, € I pour chaque k et telle que le sommet i apparait
v; fois dans la séquence. La longueur m de la séquence est égale a |v|. Par
exemple,

Seq(2i + j) = {iij,iji, jii}.
Chaque diagramme D détermine deux séquences bot(D) et top(D) dans
Seq(v) pour un certain v. La séquence bot(D), appelée séquence basse est
donnée par la lecture de I'indexage des brins, en bas, de gauche a droite. On
définit top(D), la séquence haute, de la méme maniére. Par exemple, pour
le diagramme 9.2, bot(D) = ijik et top(D) = jiki. On abrége souvent les
séquences avec plusieurs termes consécutifs égaux, et on écrit 47" ... pour
il...iliz...ig...ir...’ir, ou n+---+n.=m.

Proposition 9.1.1. Le cardinal de Seq(v) est égal a [v[!/]],., v!

Démonstration. Notons iy, ...,4,. les r sommets distincts de Supp(v). Le
groupe symétrique S, agit de fagon naturelle sur Seq(v). Cette opération
étant clairement transitive, on a alors

ISeq(v)| = |Orb(iy™s . ..i,%0)| = |S,| / [Stab(iy ...i,%)] .

On conclut alors en remarquant que le stabilisateur de ;"1 ..., sont les
permutations qui laissent stable les r ensembles
{1,...,v} v+ 1,0 v 4t oo v, +1,...,m}.
O]
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On note é(u) le groupe commutatif libre engendré par les classes d’isotopie
de diagrammes. Il s’agit donc des combinaisons linéaires finies a coefficients
entiers de classes de diagrammes. On a alors :

Rv)= @ Rw):, (9.4)

1,j € Seq(v)

ol jé(y)i est le sous-groupe des combinaisons linéaires des diagrammes D
tels que bot(D) = j et top(D) = j.

On définit un produit sur R(v), pour D’ € (R(v) et D € ;R(v);, par D'D = 0
si k # j et par concaténation de D’ et D sinon (voir le diagramme 9.5 ci-
dessous). Les diagrammes étant une base du Z-module ﬁ(u), ce qui précede
définit une application bilinéaire sur E(l/), et par suite muni ce dernier d’une

structure d’anneau associatif.

Pour chaque i € Seq(v), le diagramme 1; € ;R(v); (9.6) est un élément
idempotent (12 = 1;) et vérifie z1; = x pour tout = € ;R(v); et 1,z = x pour
tout x € ;R(v);, pour tout j. De plus, 1 = >

de R(v).

i€ Seq(v) Li €st I’élément unité

1(5) = - (9.6)

i1 12 im

Pour une séquence ¢ = iyiy. . .0, € Seq(v) et 1 < k < m on note

i1 23 im
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avec le point positionné sur le k-iéme brin en partant de la gauche, et

(i) = ><

i1 ik Tg41 im

(9.8)

Le groupe symétrique S,, agit sur Seq(v), m = |v| par permutations (cette
action était utilisée dans la démonstration de la proposition 9.1.1). Les trans-
positions sy = (k,k + 1) échangent les mots iy et ix1 dans la séquence 1.
Ainsi 6;(%) € 5, :R(V);.

L’objet du théoréme suivant va étre de donner une présentation par généra-
teurs et relation de I'anneau R(v).

Théoréme 9.1.1. L’anncau R (v) est engendré par les éléments 1(4), z5,(3),
0k (%) et défini par les relations :

1(4) 1(3) = 1(3) (9.9)
K1) = () 1(2) = xx(9)
KO (@) (9.10)

) 1(4) = 6x(9)
0a(2) xp(2) = xp(8a ) 04(7) sib#a,a+1 (9.11)
5k<8k/’l: 5k/(l) = 5k’<5k Z) 5k(l) si V{I/ — k?‘ > 1
1) 1(G) = 0 sii#j
1) z(d) = 0 sii#j
z(§) W(d) = 0 sidiFj
1(2) 0u(§) = 0 sii#sj
0x(d) 1i) = 0  sii#j (9.12)
zp(?) z(j) = 0 sii#j
we(8) 0c(§) = 0 sid# s
0u(%) zx(§) = 0 sli#j
0u(2) 0k(j) = 0 sii#sj

Démonstration. On considére I'anneau associatif unitaire libre engendré par
éléments 11(7), 2% (4), 6L (4) et quotienté par les relations écrites dans 'énoncé
du théoreme. On note cet anneau El(y). Ces relations sont vérifiées dans
R(v), on a ainsi un morphisme d’anneau unitaire ¢ : Ry(v) — R(v). Mon-
trons la surjectivité.
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Pour cela, il suffit de montrer que tout diagramme est image d'un élément
de R;(v). Soit D un diagramme & m brins, on peut alors supposer, a isoto-
pie pres, que les points ¢, et les croisements sont d’ordonnées distinctes. En
subdivisant J en un nombre fini d’intervalles J; tels que les parties R x J;
contiennent chacun soit un point ¢, soit un croisement, on voit alors que le
diagramme est isotope a la concaténation d’éléments du type x(7) ou dx(%).

Montrons maintenant I'injectivité. Pour ce faire, on va construire une ap-
plication ¢ de R(v) vers R;(v) telle que 9 o ¢ = id. La démarche va étre la
suivante. A chaque diagramme D, nous allons associer un élément de ﬁl(y)
et montrer qu’il ne dépend que de la classe d’isotopie de D. Cela définira par
extension v, en considérant R(r) comme un groupe commutatif libre. On
verra alors que ¢ "commute" avec les produits des deux anneaux, en le vé-
rifiant sur les diagrammes, générateurs du groupe libre. ¢ étant maintenant
un morphisme d’anneau unitaire, on vérifiera pour finir I'égalité ¢ o p = id
sur les générateurs 1/(3), x4 (%), 6L (4) de anneau R;(v).

Soit D un diagramme. On ordonne ensemble les points et les croisements
(on suppose ici que leur union est non vide) de D par I'ordre lexicographique
'naturel" sur leurs coordonnées (z,y) :

(0,1) < (1,1) < (0,0) < (1,0) ,

et on les note ey, ..., e,. On associe alors & D le produit ¢} ...€! | ot les €/,
sont des générateurs du type @}, (%q) ou o}, (ia). Le choix du générateur ainsi
que de l'indice %, et du brin &, se fait de fagon évidente en commancant par
a = 1 jusqu'a a = n en fonction de l'indice top(D). Dans le cas ou D ne

possede ni point, ni croisement, on lui associe 1¢(4).

La relation d’isotopie conservant le nombre de points et de croisements, tout
diagramme isotope a 1; s’envoie sur le méme élément.

On munit a présent R;(r) de la topologie discrete. Soit D et D’ deux dia-
grammes isotopes (dont on suppose les unions des croisements et des points
non vides) et F' la transformation correspondante. On alors une application
naturelle F; : J — El(y), montrons qu’elle est continue, ce qui prouvera, par
connexité de J, que la construction précédente ne dépend que de la classe
d’isotopie. Soit sy € J, si I’ensemble des points et des sommets de Dy, sont
d’ordonnées distinctes, il existe un voisinage de sy, pour lequel 'ordre lexi-
cographique associé aux D; reste inchangé. Donc Fj est continue en sy. Dans
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I'autre cas, on peut trouver un voisinage de sqg, pour lequel, d’un s & un autre,
les permutations de croisements et de points se font seulement dans les grou-
pements de méme ordonnée. Or ces éléments de méme ordonnés sont alors
obligatoirement situés sur des brins distincts, donc d’apres les relations de
Ry(v), 'image des différents Dy est constante pour s variant dans cet interval.
Cela prouve que Fj est continu en sy une nouvelle fois.

On vérifie clairement que 'image de la concaténation de deux diagrammes
est le produit des deux images, ce qui prouve que ¥ est un morphisme d’an-
neau (unitaire comme on peut facilement, aussi, le vérifier). Il est ensuite de
nouveau clair que ¥ o ¢ = id sur les générateurs 1(¢), z%(4), dL(), ce qui
conclut la démonstration. Ol

La présentation précédente avait 'avantage de lister clairement les relations
de 'anneau R(r) mais le désavantage d’étre longue. On remarque qu’elle
peut se raccourcir.

Théoréme 9.1.2. L’anncau R(v) est engendré par les éléments 1(4), 2 (i),
0 (%) et défini par les relations :

1(4) 1(4) = 1(4) (9.9)

1(2) k(%) ) 1(%)
) .

= [)Sk(z 1 k;(’l,)
(sx8) 0k(4) = 0k () 1( (9.10)

i)_: O (%)

Ok (s (%) O (%) = O (s, 9) Ox(2) st K — k| > 1. (9-11)

1(4) 1(j) =0 sii#j (9.12)

Démonstration. 1l faut juste remarquer que les relations 9.12 supprimées dé-
coulent de 1(%) 1(§) = 0 et du fait que les élements 1(%) agissent en quelque
sorte comme des éléments "unité'. Par exemple

2 (2) z(F) = (%) 1(4) 1(j) 2x(j) =0 si i #j.
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La définition de 'anneau R(v) est maintenant possible, on impose aux dia-
grammes certaines relations "locales" :

0 sit=j,
sii-j5 =0,
= i (9.13)
i 7
+ + sit-j=—1.
DA i d

>< = >< pour i # j (9.14)

i j i J

(9.15)

(9.16)

- %
X -
R
>§i

sii-j=—1 (9.18)
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Définition 9.1.3. On note R(v), 'anneau associatif unitaire, R(v), quo-
tienté par les relations suivantes :

0 si ik = ik+1
xk(z) + $k+1(’i) si ik . ik+1 =-—1

, . , . 9.14
oo (519) 0n(d) = Ou(d) mp(s) ST e (9.14)
T B(0) = B mes = 16) (9.15)
6k(1) 2x(4)  — Tppie. ok(D) = 1(4) bR (9.16)
5k(8k Sk+1 ’L) (5k+1(5k Z) 5k(1) Si g # lrgo (9 17)

= Opt1 (5% Skt1 %) Ok(5%2) Opy1(2) ou iy, + igy1 7# —1 '
5]€(Sk Ska1 ’L) 6k+1(5k ’L) 5k(l) si Zk = ik+2 (9 18)

— 6k+1(sk Sk+1 ’L) (Sk(Sk ’L) 5k+1(1) = 1(’&) et ik . ik—i—l =-1 ’
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Théoréme 9.1.3. L’anneau R(v) est engendré par les éléments 1(2), zx(%),
0k (%) et défini par les relations :

1(8) 1(4) = 1(4) (9.9)

1(8) a(d) = (6) 1) = 24(6)
1(s14) 0 (6) = 0(4) 1(3) = 04(3) (9.10)
O(spr (1) Opr(2) = Opr (s ) Op(2) st |k — k| > 1. (9.11)
1(4) 1() =0 sid#j (9.12)
0 si ik = ik+1
5k(3k ’L) 5k(z) = { 1(’&) si ik . ik+1 =0 (913)
xk(z) + $k+1(i) si ik . ik+1 =-1
:L’k(Sk’l:) 5k(z) = 5k(’l,) :L’k+1(7:) .. .
Trs1(s69) 0x(8) = 6u(3) 2u(d) si ig # g1 (9.14)
Troni) k(D) —  0n(f) Tpyre = 1(4) Sidy = Gpus (9.15)
(5k(l) .’L’k(’L) —  Tp41,s,(4) 5k(’L) = 1(’&) + ( 16)
0k (Sk Sk11 %) Opr1(skt) k(%) Si iy # kg2
= Opt1(Sk Sk41 %) Ok(Sk %) g1 (2) ou iy - gy # —1 (9.17)
Ok (Sk Skv1%) Opg1(sk8) 0n(%) Sl 1 = lgq2
— Ops1(SkSkr18) Op(skt) Open(8) = 1(2) et g -igry = —1 (9.18)

La présentation par générateurs et relations de 'anneau R(v) permet de véri-
fier que la graduation suivante est cohérente (les relations sont homogenes) :

deg (1(2)) =0, deg (zx(?)) =2, deg (64(%)) = —ig - ipr1 - (9.19)
On définit ;R(v); pour ¢,j € Seq(v), comme le projeté de jRti C E(l/) dans
R(v).
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Proposition 9.1.2. R(v) est la somme directe des iRj pour 4 et j variant
dans Seq(v).

Démonstration. L’idéal bilatere qui définit R(r) & partir de R(v) est engendré
par des éléments appartenant aux sous-k-modules ¢ Rtj. O

On note

Pi = @ jR(V)i N jP = @ jR(l/)i . (920)

J€8Seq(v) i€ Seq(v)

On voit que P; et ;P sont respectivement des idéaux a gauche et a droite
de R(v) engendrés par les éléments homogenes 1(¢), xx(7), dx(€) et 1(j),
x(4), 0k (4). Cela en fait respectivement des modules R(v)-projectifs gradués
a gauche et a droite.

On définit une anti-involution 1 en envoyant chaque diagramme sur son sy-
métrique par rapport a un axe horizontal. On vérifie alors que cette définition
est cohérente avec l'isométrie et définit donc clairement une anti-involution
de R(v). La définition est de plus compatible avec les relations de la défini-
tion 9.1.3, donc ¢ est bien une anti-involution de R(v), envoyant ;R(v); sur
iR(V)j et 1(7,) sur 1(’&)

On vérifie de la méme maniére que, prendre le symétrique d’un diagramme
par rapport a un axe vertical et le multiplier par (—1)°, ou s est le nombre
de croisements du diagramme, définit une involution ¢ de R(v). On vérifie
que o et ¥ commutent.

Voici un lemme qui sera utile dans la suite :

Lemme 9.1.1. Soient vy, ..., v, des éléments de N[I] et v = v; + -+ + 1,
leur somme. On a un morphisme naturel de k-algeébre graduée (le morphisme
n’est toutefois pas unitaire) :

R(l/l) ®]k e ®k R(Vr) - R(V) ’

qui au produit tensoriel de diagrammes D; ® --- ® D, associe le diagramme
D obtenu en justaposant de gauche a droite les diagrammes D;.

Démonstration. Le fait que, D; et D; isotopes pour chaque j = 1,dots,r
impliquent que les juxtapositons D et D’ construites respectivement a partir
des Dj et Dj le sont aussi, montre que I'on peut définir par extension une
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application multi-k-linéaire de R(1,) x --- x R(v,) dans R(v), et par com-
position dans R(v). Il est ensuite clair que 'on peut passer aux quotients
R(v;) (les relations locales entre diagrammes d'un E(l/j) sont vérifiées dans
R(v) apres justaposition d’éléments & gauche et a droite), ce qui donne une
application multi-k-linéaire de R(v1) X --- x R(v,) dans R(v), et donc une
application k-linéaire de R(v)®x- - -Qx R(v,.) dans R(v). On vérifie enfin qu’il
s’agit d’'un morphisme d’algebre. Le fait que ce soit un morphisme d’algebre
graduée se voit en remarquant que les générateurs homogenes du produit
tensoriel, obtenus naturellement a partir de ceux des R(v;) sont envoyés sur
des éléments homogenes dans Rv) de méme degré. O]

Nous verrons plus loin (lemme 9.3.1) que ce morphisme est injectif.

9.2 Exemples

1) v =0. Alors R(0) = Z, ou I’élément unité est le diagramme vide.

2) v =i avec i un sommet. Un diagramme est alors une ligne avec un certain
nombres de points. Ainsi R(i) = Z[x1(7)]. En effet, R(i) n’est engendré
que par 1(i) et x1(7), et les relations qui le définissent se résument a dire
que 1(i) est I’élément neutre.

z1(i) = +
i
3) v = mi avec ¢ un sommet. L’unique séquence est i". Les relations "locales'
se réduisent alors a :

5a(i™) 6,(i™) = 0 (9.13)
0a (1) Ta(i™) — Tas1 (i) Ga(i™) = 1(i™) (9.15)
2a(i™) 82(i™) — 80(i™) Tap1 (™) = 1(i™) (9.16)

5a(im) 6a+1(im) 5a(im) - 5a+1(im) 6a(im) 5a+1(im) (917)

Ou encore :

= 0 (9.13) = (9.17)
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(9.16)

Les relations du théoréme 9.1.2, quant a elle, se présentent de la maniere
suivante :

% %

16™) 1(i™) = 1(:™) (9.9)

(") (9.10)

sib#a,a+1 (9.11)
W(i™) si|b—al > 1.

~
3
~—
Il
=2
=
—
»
S|
~
3
~—
S

Proposition 9.2.1. La k-algebre R(i") est isomorphe a ’algebre de nil-
Hecke NH,,
1(2™) est 1dent1ﬁe al, x,(i"™) & x4 et 0,(i™) & S,

Démonstration. Les jeus de relations établies précédemment pour R(mi)
établissent d’une part 1(mi) comme élément neutre, et sont d’autre part
les relations définissant N H,,, d’apres la définition 8.3.1. O

Définition 9.2.1. On note P, (resp. ;,»P) le R(mi)-module a gauche
(resp. a droite) gradué correspondant au N H,,-module P, (resp. ,,P),
eim € R(mi) I'idempotent correspondant & e,.

Remarque 9.2.1. L’anti-involution ¢ définie pour R(mi) correspond a
I’anti-involution définie pour N H,, dans la remarque 8.3.2.

Voici les diagrammes donnés dans 'article de e; ,, et ¥ (e;,,) pour m = 3 :

€i3 = ¢(€¢,3) = (9-21)
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4) v=i+javeci-j =0.8Seq(i+j) = {ij,ji}. On note A 'anneau Z[x1, x2).
Proposition 9.2.2. R(v) est isomorphe a 'anneau My(A) des matrices
carrées de taille 2 & coefficients dans Z[x1, xs].

Démonstration. L’isomorphisme ¢ est donné sur les générateurs par :

“(a1) (%)

X -1 X () e
vl (50

On construit le morphisme réciproque v en définissant tout d’abord une
application Z-linéaire du Z-module libre des matrices vers R(v), en en-
voyant respectivement les matrices

0 zf'xs?

0 0

xtzy? 0
0 0
0 0 0 0
xtxg? 0 0 xitz3?

w1 (if)* wo(if)* 1ig)  81(Gi) wa(i)™ @ (ji)™

sur

01(1j) 1 (ig)™* wa(if)™ 22 (j1)™ a1 (j1)* 1(ij)

avec aq, g € N.

On voit que les correspondances 9.22 définissent un morphisme d’anneau
en remarquant que les relations de R(v) restent vérifiées dans My(A). Par
ailleurs, on vérifie, sur les matrices 9.23, que % est un morphisme d’an-
neau. Le fait que ¢ et 1 soient inverses I'un de 'autre se vérifie sur les
générateurs de R(v) d'un coté et sur les matrices 9.23, base du Z-module
Ms(A), de l'autre. Tout cela revient a faire un certain nombre de calculs
simples. Toutefois, nous verrons dans les exemples suivants, des cas plus
généraux, ou ces calculs se trouvent finalement simplifiés. O
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5) v =141+ -+ ip avec i - 4, = 0 pour tout k£ # [. On note A 'anneau
L]z, ... Tp).

Proposition 9.2.3. R(v) est isomorphe a 'anneau M,,/(A) des matrices
carrées de taille m! a coefficients dans Z[z1, ..., ;).

Démonstration. 1l s’agit d’une généralisation de I'exemple précédent, et
on peut donner une description plus explicite de 'isomorphisme. On in-
dexe pour cela les lignes et les colonnes des matrices par les éléments de
Seq(v), et a chaque diagramme D on associe la matrice dont le seul coeffi-
cient non nul se trouve sur la ligne indexée par la séquence haute top(D),
et sur la colonne indexée par la séquence basse bot(D). La valeur de ce
coefficent est 2" - - - 22 ol ay, est le nombre de points sur le brin indexé
par le sommet .

Cette description fournit la matrice & associer a chaque générateur de R(v)
(on retrouve les correspondances 9.22 dans le cas particulier de I’'exemple
précédent) et on vérifie alors que cela définit un morphisme d’anneau .
De plus, les relations 9.14 montrent que ¢ est bien 'application décrite
précédemment.

Elle fournit également le morphisme inverse v, en considérant comme
dans I'exemple précédent, la base canonique du Z-module M, (A).

En effet, soient M = 2" ... 2, E;;, © et j des séquences de Seq(v) et
w la permutation de 5, qui envoie j sur 2. On considere une présentation
Say - -+ Sa, de w. On associe a la matrice M le produit

Bay (Sapd) -+ 0un () 220 (8) - 2% (4) (9.24)

correspondant naturellement a cette présentation, ou 7 est la permutation
qui envoie la séquence i; . . . i,, sur ¢. On remarque que cet élément de R(v)
ne dépend pas de la présentation d’apres 9.13, 9.18 et les théoreme 2.1.1,
8.1.1 (voir la section sur les présentations par générateurs et relations 2.1
et la section sur le groupe symétrique 8.1). Vérifions qu’il s’agit bien d'un
morphisme d’anneau.

Il suffit de vérifier sur la base canonique du Z-module de M,,(A) que
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le produit commute avec . Soient M = z1°'...x,%" E;j et M' =
T I Eyy deux matrices. Si j # i, le produit MM’ est nul, tout
comme le produit de leurs images. Sinon, ce sont les relations 9.14 qui
permettent de conclure.

Il reste a voir que les deux morphismes sont inverses I'un de l'autre. On
vérifie immédiatement que ¢ o ¢ = id sur les générateurs de I'anneau
R(v). Dans 'autre sens, on remarque que la famille

(Eij | 3, €Seq(v)) U (zEj; / 3 € Seq(v) et k> 0) (9.25)

est génératrice, et que la @ o 1) fait également I'identité dessus. 0

v=1v+4+v" oui-j=0 pour tout i € Seq(v') et j € Seq(v").
On note A l'anneau R(V') @z R(V"), p = V|, ¢ = |[V"| et n = plg!/m! (ou
m=|v|=p+q).

Proposition 9.2.4. L’anneau R(v) est isomorphe a 'anneau 9,,(A) des
matrices carrées de taille [v|!|[/|! / |v"|! & coefficient dans R(v') @z R(v").

Démonstration. n = plg!/m! est le nombre de permutations, appelées bat-
tages de type (p, ¢, dans S,,,, dont les seules inversions possibles concernent
les couples (7,7) tels que 1 <@ < [/| et [V/| +1 < j < m. En effet, I'en-
semble de telles permutations, que 'on note B(p, q), est en bijection avec
Sy quotienté par les permutations qui fixe {1,--- ,p} et {p+1,--- ,m}.

Pour construire I'isomorphisme, on indexe les lignes et les colonnes des
matrices par B(p,q). Soit D un diagramme et 7 et j les séquences basse
et haute de D. Il existe des uniques séquences ', j € Seq(v') et ¢’,j" €
Seq(v"), et deux uniques permutations w’ et w, de B(p,q) qui envoient
respectivement les séquences 7’1" et §'§” sur 4 et j. On associe alors & D la
matrice dont le seul coefficient non nul se trouve sur la ligne indexée par
w; et sur la colonne indexée par w®. La valeur du coefficient est D’ @ D",
ou D € R(V) et D" € R(V') sont obtenus a partir de D en "effacant’
respectivement les brins indexés par des sommets de v/, puis ceux indexés
par des sommets de /.
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Commengons par vérifier que I'on définit bien un morphisme d’anneau
¢. Plagons-nous sur R(v). La définition précédente définit un morphisme
de groupe car elle est cohérente avec 'isotopie : si deux diagrammes sont
isotopes, ils le sont encore quand on "efface" des brins. En prenant deux
diagrammes, on vérifie que leur concaténation est envoyé sur le produit
de leurs images dans I'anneau des matrices. On a donc un morphisme
d’anneau. On vérifie pour finir que les relations locales 9.13 - 9.18 sont
conservées.

On constuit & présent le morphisme inverse 1. Soient D' et D" deux
diagrammes de séquences hautes respectives 7’ et ¢”, de séquences basses
7 et §”. Soient w; et w® deux permutations de B(¢/,v"). Elles envoient
7" et §'§” sur deux séquences 7’ et j. On considere alors le diagramme
D dont la séquence basse est %, la séquence haute j, et dont les brins
sont dessinés a partir de ceux de D’ et D”. Il faut expliciter ce que l'on
entend par la. Soit sq ... s, une présentation minimale de WP, et consi-
dérons I'élément z = Gy (sq '3") - - - d40(?) de R(v). On déduit d’apres
le corollaire 8.1.1 que les croisements du diagramme représentant natu-
rellement z° se font exclusivement entre un brin indexé par v/ et un brin
indexé par . D’apres les relations 9.11 et 9.17, z° ne dépend pas donc
pas de la représentation minimale de w’. La conclusion est la méme pour
at = 0t (St J) - Oat (3'3"); Ol 8¢ ... 8,1 €st une présentation minimale de
wy. Il est clair que cette définition est compatible avec la notion d’isotopie,
conduisant a une application Z-bilinéaire de R(v') x R(v") vers R(v). Le
passage au quotient R(v') x R(v") est tout aussi évident, et 'on obtient
finalement un morphisme de groupe de R(v') ®7z R(V") vers R(v).

L’anneau 9M,(A), vu comme Z-module, admet une décomposition en
somme directe naturelle, ot un facteur est ’ensemble des matrices dont
un seul coefficient fixé est non nul. Ce qui précéde définit le morphisme
de groupe ¥ sur le facteur correspondant au coefficient dont la ligne est
wy et la colonne w’, et par suite le morphisme v entiérement. Voyons qu’il
s’agit d’un morphisme d’anneau. Pour cela, il suffit de vérifier que

7/1((?/1 & yil Ewiwll’) (3/2 ® yg Ewéwg))
=W U Euwr) V(s © s Eurur), (9.26)

ot ¥y € R )i, yi' € R )iy, v € 3RV )y, vy € ROy
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Si wb # Wi les deux membres de 'équation sont nuls, par définition du
produit matriciel pour le premier, et par définition du produit de R(v)
pour le second. En effet quelque soit les séquences hautes et basses de

b, vl Yy, on a dans tous les cas wi()4)) # wi(§575). Si maintenant
1 Y25 Y15 Y2 1\%1% 2\J2J2

Wb = wt, on peut supposer que i) = j, et @] = j5, sans quoi, les deux
membres de I’équation serait encore nulles, d’apres les définitions des pro-
duits des anneaux R(v), R(V') et R(v"). La définiton de v fournit deux
éléments 24 et % dont le produit 2%z} fait alors 1(wd)4Y), d’apres les re-
lations 9.11, 9.13, 9.18 et d’apres un raisonnement similaire a celui qu’on
a fait pour monter par exemple le lemme 8.3.2. On a alors 1’équation 9.26

ci-dessus.

Il reste a voir que ¢ et 1 sont inverses I'un de 'autre. Commengons par
montrer que ¢ o ¢ = id. Il suffit pour cela de voir que

@o ¢(y/ & y” Ewtwb) = ?/ & y” Ewtwb

pour tout ¢ € yR(V)y, y" € p RWV") i et w',w® € B(p,q). Cest clair car
les éléments x créés par ¢ deviennent des diagrammes sans croisements
quand ¢ effacent des brins.

Montrons a présent que 1 o ¢ = id. Il suffit de le voir sur les générateurs
de 'anneau R(v). Pour (%), les relations 9.14 permettent de remonter
le point en haut du diagramme 1 o p(x(%)), puis comme précédemment
les relations 9.11, 9.13, 9.18 vont supprimer les croisements qu’a créés .
Pour (%), notons j = top(dx(2)) et 7', ©’, ', 3" les séquences basses et
hautes des deux diagrammes créés par o a partir de 8;(%). Soit w® telle
que Wi = 1, W telle que W'’ = j et Sab «+ Saby Sat -+ Sqt deux pré-
sentations minimales respectives.

Quand le croisement de &, (7) se fait entre deux brins de v/, W' = w®
et il faut alors montrer que dans R(v)

But (5a19) -+ Gut (§3") S (18") 6up (500 80") -~ 6,0(4) = 6u(4),  (9.27)

ou 0 (i) = p(0k(2)). Pour cela, on utilise une nouvelle fois un raison-
nement similaire & celui fait avant le lemme 8.3.2) en remarquant qu’a
chaque étape de réduction tous les croisements, excepté un, se font entre
un brin indexé par v’ et un brin indexé par v” (on a alors la relation
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9.17), et en remarquant de plus que la réduction s’opére sur un double
croisement entre deux brins indexés par /. Quand le croisement de 0y (%)
se fait entre deux brins indexés par v”, le méme raisonnement montre que

Y 0 @(0x(2)) = dx(2).

Quand le croisement de 0(%) se fait entre un brin indexé par v/ et un
brin indexé par v”, wb = spwt et p(dx(4)) = 1(7') ® 1(4”). Par suite

o p(dk(%))
= 0t (Sat J) +++ 0at (3'3") Ok (s 2'3") dup (Saysk8'3") -+ 0gp(2). (9.28)
Le méme raisonnement encore (toujours valide ici car les diagrammes
considérés n’ont que des croisements entre un brin indexé par v/ et un
brin indexé par ) montre que ¥ o @(0x(%)) = Ix(%). O

Remarque 9.2.2. Cet exemple est une généralisation du quatrieme, et
permet également de retrouver le précédent par récurrence. De plus, 1'iso-
morphisme que l'on construit ainsi est exactement celui du cinquieme
exemple.

Démonstration. On la suite d’isomorphismes canoniques suivante :

My (Z[z1] @ m(mll)! (Zzs, ... xm)))

M., (m?(mm(z[f‘m S ERN))
M., (fm(m—nl(Z[f% o T [21]))
M, (m(m,l)l(Z[xl, . ,xm]))

!
My (Z]z1, ... 2))

Par récurrence et en regardant 'image d'un diagramme par la suite pré-
cédente de morphismes, on retrouve bien le morphisme décrit dans le cin-
quieme exemple. L’ordre total sous-jacent sur les séquences de i1+ - - +1,,
est donné a chaque étape de la récurrence par le dernier morphisme de la
suite ci-dessus. O
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v =1i+javeci-j = —1. Seq(i+ j) = {ij,ji}. On note A l'anneau
Z{l’l,xg].

Proposition 9.2.5. R(v) est isomorphe au sous-anneau de Ms(A) des
matrices carrées de taille 2 a coefficients dans Z[z1, 2], dont le coefficient
en bas a gauche est divisible par x1 + .

Démonstration. 1’isomorphisme est donné sur les générateurs par :

(1) - (i

o

—_

i J Joi
“(atao) X =(00)
T1 + X9 0 0 0
7 J J 1
0 0 0 0
i J i J
La preuve de ce fait est similaire a celle de I'exemple 4, 5 ou 6. Il faut
juste prendre garde au terme en bas a gauche. Ol
Remarque 9.2.3. Sii-j = —1 alors les éléments
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idempotents et orthogonaux dans R(2i + j), par exemple :

>§<

J
(013) (9.30)

On montre de la méme fagon que I'autre élément est idempotent. Quant
a 'orthoganilité :

2

(9.18)

T R 2 N T B D A

(920) 0 (931)

On peut voir I’équation (9.18) comme la décomposition de 1’élément idem-
potent 1;; en la somme de deux éléments idempotents orthogonaux.
L’équation (9.17), quant a elle, autorise les intersections triples pour cer-
tains ijk.
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9.3 Propriétés

Nous allons définir une représentation graduée de 'algebre R(v), de telle
sorte que celle-ci soit fidele et dans le but de déterminer une base du k-
module R(v).

Supposons a présent que le graphe I' soit orienté et définissons une action
sur la k-algebre libre

Poglj - @ Pogia Png = ]k[yl(i)v yQ(i)7 v 7ym(i)]7 m = ‘U|

1€Seq(v)

Le groupe symétrique S, agit par k-endomorphisme sur Pof, en envoyant
Ya(%) SUT Yy(a)(w.©), pour w € S,,. On se réferera a I'article [17, section 2.3]
pour la définition de 'action de R(v) sur Pol,.

Définition 9.3.1. Soient ,j € Seq(r). On note ;1; 'unique diagramme de
R(v) tel que bot(;1;) = €, top(;1;) = j et dont le nombre de croisements est
minimal.

Exemple 9.3.1.

jjikilijhi; =
i J ok i J
Proposition 9.3.1. L’action définie précédemment fait de Pol, un R(v)-

module. Choisir une séquence ¢ € Seq(v) et placer 1 € Pol; en degré nul
détermine une unique graduation sur Pol,,.

Démonstration. Commengons par montrer que Pof,, est un R(r)-module. Il
s’agit donc de prouver que I'on a un morphisme de k-algebre de R(v) dans
Endy(Pol,). D’apres 9.1.3, il faut alors voir que les k-endomorphismes de
Pol, définies par I’action vérifient les relations citées dans le théoreme. Pof,
étant leur somme directe, il suffit de vérifier sur chaque Pol; ces égalités.
L’article [17, proposition 2.3] démontrent les moins évidentes. Quant a la
graduation, on démontre I'unicité en utilisant les éléments ;1; définis précé-
demment, 'existence en vérifiant que les générateurs de R(v) agissent comme
des k-endomorphismes homogénes pour cette unique graduation possible. [
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Remarque 9.3.1. En utilisant les relations locales, on voit que tout élé-
ment de R(v) s’écrit comme une combinaison linéaire de diagrammes dont
chaque couple de brins s’intersectent au plus une fois et dont tous les points
se trouvent en bas, i.e. en-dessous des croisements.

Un tel diagramme D est déterminé par une présentation minimale d’une
permutation w € Sy, et le nombre de points sur chaque brin. D’apres la pro-
position 8.1.2 et les relations 9.17 et 9.18, on voit que la différence de deux
diagrammes déterminés par les mémes données, excepté deux présentations
minimales différentes de la permutation, est une combinaison linéaire de dia-
grammes avec strictement moins de croisements.

Toujours d’apres la proposition 8.1.2 et les relations 9.17 et 9.18, on note que
deux présentations minimales d’'une méme permutation déterminent deux
diagrammes de méme degré. On peut également montrer ce fait, en remar-
quant que si deux brins ¢ et j sont a des abscisses inversées par une permu-
tation w, alors quelle que soit la présentation minimale de w, le diagramme
qu’elle définit contient exactement un croisement entre ¢ et j. Si au contraire
les deux abscisses ne sont pas inversées, alors toute présentation minimale
définit un diagramme ou les brins i et 7 ne se croisent pas. Le corollaire 8.1.1
apporte les justifications nécéssaires a cette discussion.

On renvoie a l'article [17, section 2.3] pour la définition des familles homo-
genes ;B; des k-modules gradués ;R(v);. On choisit & présent un ordre total
sur 'ensemble I des sommets du graphe I' et on oriente I' de telle sorte que
pour chaque arréte ¢ — j, on ait ¢ < j.

Théoréme 9.3.1. ;R(v); est un k-module gradué libre, de base homogene
B..
i

Démonstration. Voir 'article [17, proposition 2.3]. Ol

Corollaire 9.3.1. Pol, est un R(v)-module gradué fidele (pour I'orientation
définie précédemment).

Démonstration. Ce résultat est contenu dans la démonstration précédente.
O

Lemme 9.3.1. Soient vy, ...,v, des éléments de N[I] et v = v + -+ + 1
leur somme. Le morphisme de k-algebre graduée, défini dans le lemme 9.1.1,

R(Vl) Rk -+ Ok R(Vr) - R(V)

est injectif
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Démonstration. On remarque que la base de R(11) ®y - - - ®x R(v,) fournie
par le théoreme précédent est envoyée sur une famille libre, toujours d’apres
ce théoreme. ]

Le théoréme précédent montre que, pour chaque ¢ € Seq(v), la sous-k-algebre
homogene ;R(v); contient I'algebre de polynémes

Pol(v,i) = Zlxy (1), xo(2), . .., xm(1)],
ot m = |v|. On note leur produit direct (fini)
Pol(v) = H Pol(v, i).
i€Seq(v)

Proposition 9.3.2. R(v) est un Pol(v)-module a gauche et a droite libre
de rang m!, o 'action est définie en considérant Pol(r) comme une sous-k-
algebre de R(v).

Démonstration. Voir 'article [17, proposition 2.7]. O

Remarque 9.3.2. Notons qu’on considere R(v) comme un Pofl(v)-module
sans graduation. En effet la base que 'on construit dans la preuve n’est pas
homogene en général.

L’action de S, induit une action sur Pol(r). On note alors Sym(v) =
Pol(v) la sous-k-algebre homogene de Pof(v) invariante sous 'action de
Sm- On a I'isomorphisme de k-algebre graduée

Sym(v) = ® Zlxy, ... x,)%,
1€Supp(v)
ou le produit tensoriel est pris sur k.

Lemme 9.3.2. Les inclusions de k-algebres graduées Sym(v) C Pol(v) C
R(v) font de Pol(v) un Sym(v)-module gradué libre de rang m! et de R(v)
un Sym(v)-module gradué libre de rang (m!)%.

Démonstration. 11 suffit de démontrer la premiére assertion, conséquence du
théoréme 2.3.2. On en déduit que R(v) un Sym(v)-module libre de rang (m!)?,
et en observant la base obtenue on remarque que celle-ci est homogene. [

Théoréme 9.3.2. Sym(v) est le centre de R(v).
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Démonstration. Voir l'article [17, Théoreme 2.9]. O

Voici deux propriétés liés aux anneaux R(r) énoncées dans l'article sans
démonstration :

Corollaire 9.3.2. On considére ici R(v) sans sa graduation.
1) R(v), est une algebre noethérienne a gauche et a droite.

2) R(v) est indécomposable.

Démonstration. 1) Pol(v) (sans sa graduation) est une k-algebre engendrée
par un nombre fini d’élément en tant qu’algebre. Z et tout corps étant noethé-
rien, le théoreme de transfert d’Hilbert nous dit que Pol(v) 'est aussi. R(v)
étant un Pofl(v)-module de type fini, il est noethérien en tant que Pol(v)-
module, et donc en particulier en tant que R(rv)-module a gauche et a droite.
2) D’apres l'iso. de produit tensoriel avec Sym(v), on voit que 0 et 1 sont
les seuls idempotents centraux de R(v), ce qui permet de conclure d’apres la
proposition 3.7.1. 0J

On note, en particulier, R(v) considéré avec sa graduation, que le corollaire
précédent reste vrai.
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10 Les catégories de modules sur R(v)

10.1 Conventions

A partir de maintenant k désignera un corps.

Nous allons dans cette section nous intéresser & R(rv)—mod la catégorie des
R(v)-modules & gauche gradués de type fini, R(r)—pmod la catégorie des
R(v)-modules a gauche gradués projectifs de type fini et R(rv)—fmod la ca-
tégorie des R(v)-modules a gauche gradués finis (de dimension finie sur k).
On rappelle que la graduation se fait sur Z.

Un R(v)-module irréductible désignera un R(v)-module & gauche gradué de
type fini irréductible, ou encore un objet irréductible de la catégorie abélienne
R(v)—mod.

Hom, HOM, End et END seront utilisés a la place de Hompg(,), HOMg(,),
EndR(l,) et ENDR(V).

10.2 Premiers résultats

Lemme 10.2.1. Les objets de R(v)—mod sont des Sym(r)-modules a gauche
gradués de type fini. De plus leur graduation est minorée (les espaces homo-
génes sont nuls pour a suffisamment petits) et leurs espaces homogenes sont
de dimension finie.

Démonstration. On sait que R(v) est un Sym(r)-module a gauche gradué de
type fini. La premieére affirmation en découle. Sym(v) étant 7Z,-gradué, on
obtient la deuxiéme affirmation. Pour la derniere, il suffit de remarquer que les
espaces homogenes de Sym(v) sont de dimension finie (voir iso avec produit
tensoriel) et que les modules considérés sont de type fini sur Sym(v). O

Lemme 10.2.2. Les modules de R(r)—mod sont noethériens.

Démonstration. R(v) est noethérien a gauche d’apres le corollaire 9.3.2, tout
module de R(rv)—mod étant de type fini, on conclut d’apres le corollaire
3.5.1. 0

Remarque 10.2.1. En fait le corollaire 9.3.2 permet de montrer que, consi-
déré sans leur graduation, les modules de R(r)—mod sont noethériens.

On remarque au passage que cela prouve que les espaces homogenes de R(v)
sont eux aussi de dimension finie.
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Un résultat de 'article :

Proposition 10.2.1. Un R(v)-module irréductible S est fini et Sym™ (v) agit
par 0 dessus. Hom(S, S{a}) = 0 si a # 0, et S reste irréductible, considéré
comme module sans sa graduation.

Démonstration. Les auteurs de 'article ont éludé cette démonstration. La
voici.

Commegons par montrer que Hom(S, S{a}) = 0 si a # 0. S et S{a} sont
tous deux irréductibles, donc, par le lemme de Schur 3.5.1, en supposant
Hom(S, S{a}) # 0 il existerait une bijection d’espaces vectoriels gradués
entre S et S{a}, ce qui est impossible car la graduation de S est minorée.
Sym(v) étant le centre de R(v), chaque élément homogene x définit un é1é-
ment de Hom(S, S{a}), ol a est le degré de x. Considérons alors un élément
homogene de Sym™ (1), a est alors non nul et d’aprés ce qui précéde, I'action
de z est nulle.

Soit = # 0 un élément homogene de S. Alors S = R(v).x. Soit (y1, -+ , Ynu2)
une base du Sym(v)-module a gauche R(v). Ce qui préceéde montre alors que
S est égal a l'espace vectoriel engendré par (y;.z,- -+ , Ym2.2), ce qui montre
que S est de dimension finie.

Prouvons que S, considéré sans sa graduation, reste irréductible. Soit .S; un
sous-module (pas forcément gradué) non nul de S. La graduation de S étant
minorée, on peut considérer z # 0 tel que max{a / x, # 0} soit minimal.
Supposons que x ne soit pas homogene, et soit a le maximum de x évoqué
juste avant. Alors il existe un esapce homogene non nul de degré strictement
inférieur a a. Or R(v).x, = S, donc il existe y € R(v) homogene de degré
strictement négatif tel que y.z, # 0, mais y.x contredit alors la minimalité
de z. Par suite x est homogene et S| = S. O]

Un autre résultat important de I'article :

Proposition 10.2.2. Un R(v)-module irréductible S est un R'(v)-module &
gauche gradué, ou

R'(v) = R(v)/Sym* (v)R(»). (10.1)

dimy R'(v) = (m!)? et modulo isomorphisme et décalage de graduation, il
existe un nombre fini de R(r)-modules irréductibles.
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Démonstration. La démonstration est de nouveau omise dans l'article.
Sym™ (v) étant inclus dans le centre de R(v), on note que Sym™ (v)R(v) est
bien un idéal bilatére de R(v) (en oubliant la graduation).

Soit S un R(v)-module irréductible. La preuve de la proposition précédente
a montré que S était un R'(v)-module & gauche. Sym™(v) étant un idéal
gradué de Sym(v), il est engendré en tant qu’idéal de Sym(rv) (en oubliant
la graduation) par des éléments homogenes. Ainsi Sym™ (v)R(v) un idéal bi-
latere de R(v) (sans la graduation) engendré par des éléments homogenes,
ce qui fait de R'(v) une algebre graduée et de S un R'(v)-module a gauche
gradué.

On montre que dimy R'(v) = (m!)? en considérant une base de R(v) sur
Sym(v).

La proposition 3.5.3 et la remarque 3.5.1 prouvent alors la derniere affirma-
tion. O

On peut noter qu’il était possible d’utiliser le résultat de la proposition 10.2.1
affirmant que S reste irréductible, considéré comme module sans sa gradua-
tion. En effet, la théorie des modules classique (sans graduation) montre, de
la méme manieére que nous I'avons fait dans le cas d’'une graduation, qu’il
existe un nombre fini, & isomorphisme de R(r)-module (sans graduation)
pres, de R(v)-modules irréductibles. Ainsi, en considérant le lemme 3.2.2 et
le lemme de Schur 3.5.1, on obtient de nouveau le résultat de la proposition
précédente.

10.3 Les groupes de Grothendieck G(R(v)) et Ky(R(v))

Définition 10.3.1. On note respectivement Go(R(v)) et Ko(R(v)) les groupes
de Grothendieck Gy de R(v)—fmod et R(rv)—pmod.

Remarque 10.3.1. D’apres la proposition 4.4.3, R(r)—pmod est semi-simple
et d’apres son corollaire 4.4.1, il est alors inutile de faire une distinction entre
les groupes de Grothendieck Gy et G de R(v)—pmod.

D’apres la proposition 10.2.2, il existe un nombre fini R(r)-modules irréduc-
tibles (fini), a isomorphisme et décalage de graduation pres. On note alors B/,
un ensemble fini et pour chaque b on choisit S, de tel sorte que ([Sb{a}])ggg{/
soit la famille complete et sans répétition des classes d’isomorphisme de R(v)-
modules irréductibles (le fait qu’il n’y est pas de répétition provient encore

de la proposition 10.2.2 : Hom(Sy, Sp{a}) = 0 pour a # 0 et b € B))).
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Proposition 10.3.1. Go(R(v)) est un Z[q, ¢~ ']-module libre de base ([Sy])sen; -

Démonstration. En considérant le morphisme de groupe ¢.[M] = [M{1}],
défini sur le groupe libre engendré par les classes d’isomorphismes (gradués)
des R(v)-modules finis, on remarque qu’il passe au quotient Go(R(v)). Cela
définit donc une action de I'algebre libre Z[q] sur Go(R(v)). Il est de méme
possible de définir le morphisme de groupe inverse sur Go(R(v)), qui a [M]
associe [M{—1}], ainsi Paction se factorise a travers le localisé¢ Z[q,q7'],
faisant de Go(R(v)) un Z[q, ¢ ']-module. Z[q,q~'] étant canoniquement un
Z-module libre de base (¢*)qecz, la remarque 3.5.1, la proposition 3.6.1, le
théoreme 3.6.1 ainsi que les propositions 4.4.1 et 4.3.4 permettent de conclure.

0J

Proposition 10.3.2. R(v)—pmod a la propriété de Krull-Schmidt.

Démonstration. Immédiat d’apres les lemmes 10.2.1 et 10.2.2, et le théoréme
3.7.4. 0

Proposition 10.3.3. Tout module irréductible admet une unique (& isomor-
phisme prés) enveloppe projective indécomposable, on note alors P, cellle de
Sp. De plus, pour by # by, By, et P, ne sont pas isomorphes, méme a décalage
de graduation pres.

Démonstration. Nous allons admettre I'existence d’une enveloppe projective
d’un irréductible. Soient (P, p et (Q, q) deux enveloppes projectives indécom-
posables de S irréductible. Alors d’apres le lemme 3.9.1 il existe h : P toQ)
surjectif. () s’identifie donc a un quotient de P, le lemme 3.4.1 montre alors

que @ est un facteur direct de P. P étant indécomposable, P = Q).

D’apres 10.3.2, P admet une décomposition en indécomposables dans R(v)—pmod.
Le lemme 3.9.2 fournit alors la premiere assertion. D’apres la définition des
modules Sy, et le corollaire 3.9.1, on obtient la seconde. O

Remarque 10.3.2. Si A est une algebre (sans graduation) noethérienne et
artinienne a gauche, un résultat de la théorie des modules sans graduation af-
firme que tout A-module simple de type fini admet une enveloppe projective.
On a vu que dans le cadre des graduations on pouvait remplacer ’hypothese
artinienne par 'hypothese que les espaces homogenes de ’algebre soit de di-
mension finie, dans la mesure ou le théoreme de Krull-Schmidt restait alors
valable. On peut donc espérer qu’il en soit de méme pour l'existence d’une
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enveloppe projective, ce qui fournirait une éventuelle démonstration du pre-
mier point de la proposition, R(r) étant noethérienne a gauche et ses espaces
homogenes de dimension finie.

Proposition 10.3.4. ([P,{a}])}<E, est la famille compléte et sans répétition
des classes d’isomorphisme des modules indécomposables de R(v)—pmod.

Démonstration. Le fait que la famille soit sans répétition est une conséquence
de la proposition précédente. Montrons qu’elle est compléte.

Soit P un module indécomposable de R(v)—pmod. Il est en particulier de
type fini, donc admet un sous-module maximal d’apres le lemme 3.5.4. Le
quotient S par ce sous-module est irréductible, notons p la projection cor-
respondante. On sait d’apres la proposition précédente que S admet une
enveloppe projective (@, ¢). On a donc d’apres le lemme 3.9.1 un morphisme
surjectif h : P — @ tel que g o h = p. Comme dans la preuve précédente
on montre alors que P =2 (), ou encore que h est bijectif. h conjugue p et ¢,
montrant que (P, p) est une enveloppe projective de S. Or il existe b et a tels
que S = Sp{a}, ainsi par unicité de l'enveloppe projective, P = Py{a}. [

Proposition 10.3.5. Ko(R(v)) est un Z[q, ¢~ ']-module libre de base ([B])sen; -

Démonstration. La démonstration est la méme que dans le cas de Go(R(v)),
en utilisant la remarque 10.3.1 et les propositions 10.3.2 et 4.3.5 et 10.3.4. [

Lemme 10.3.1. HOM(F,, S,) = Hom(B,, Sp) = End(S,).

Démonstration. La premiere égalité est conséquence de le lemme 3.2.2, du
fait que Hom(S, S{a}) = 0 si a # 0 (proposition 10.2.1) et du lemme 3.9.

Quant a la seconde, on consideére 'application k-linéaire ¢ : End(S,) —
Hom(P,, Sp) qui a f associe fop, oup : P, — Sp. La surjectivité de p implique
I'injectivité de . Soit g € Hom(P,,Sp). Si g = 0, il admet clairement un
antécédent par ¢. Sinon, il est surjectif (S, étant irréductible) et en reprenant
la deuxiéme partie de la preuve de la proposition 10.3.4, on voit que (P, g)
est une enveloppe projective de S,. D’apres la proposition 3.9.3, les noyaux de
p et g coincident, donc g passe au quotient S, i.e. il existe f endomorphisme
de Sy tel que g = f o p. En d’autres termes, ¢ est également surjective. [

1 désigne ici I'anti-involution de R(v) définie dans la partie précédente. Pour
P € R(v)—pmod, on note P = HOM(P, R(v)).
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Proposition 10.3.6. ~ défini un foncteur contravariant d’équivalence R(v)—pmod
dans lui-méme. P; = P; pour chaque i € Seq(v), et plus généralement,

Ce foncteur d’équivalence induit une involution anti-Z[q, ¢~ !]-linéaire de Ko(R(v)),
que 'on note également, ~.

Démonstration. La premiere assertion est la proposition 4.4.7 appliquée a
R(v).

Soit 4 € Seq(v), on va construire 'isomorphisme entre P; et P; de la méme
fagon qu’est construit l'isomorphisme entre Du(A) et A (cf. proposition
4.4.6). A x € P; on associe le morphisme de module y — yDu(x). Par
ailleurs, a f € HOM(P;, R(v)) on associe (Du o f)(1(%)). Ces deux applica-
tions sont des morphismes de modules gradués entre P; et P;, inverses I'un
de Pautre. De fagon générale il avait été remarqué (cf. proposition 4.4.6) que
Du(M{g}) = Du(M){—g}, donc Pi{a} = Pi{—a}.

~ est additif donc défini un endomorphisme involutif de groupe de Ko(R(v)).

(M{g}) = (M){—g} implique qu’il soit Z[q, ¢~ ']-antilinéaire. O
Proposition 10.3.7. Le couplage (-, -) défini par

Ko(R(v)) x Go(R(v)) — Zlg,q7"] (10.2)

([P],[M]) +— gdimy(P¥ ®@p) M) (10.3)

est bien défini et Z[q, ¢~']-bilinéaire.

Démonstration. gdimy(PY Qg M) est bien défini dans Z[[q, ¢ ]| car R(v)
est de graduation minorée, ses espaces homogenes de dimension finie et il
en est donc de méme pour tout module gradué de type fini sur R(v), en
particulier pour P¥ et M, et par définition du produit tensoriel gradué, pour
PY ®pu) M. Mieux, le fait que M soit fini (donc de minoration bornée)
implique qu’il en est de méme de PY ® Rr() M d’apres le lemme 3.2.5, ainsi
gdimy (P¥ ®pw) M) € Zlg,q7"].

La proposition 4.4.4 et le fait que le foncteur - ®p(,y M soit additif montre
Papplication passe au quotient Ky(R(v)) d’'un coté. La proposition 4.4.10 (et
la proposition 4.4.4 qui montre en particulier que P¥ est projectif) montre le
passage au quotient Go(R(v)) de Pautre coté. La bilinéarité est claire d’apres
le lemme 3.2.4. ]

Proposition 10.3.8. Supposons k algébriquement clos. Alors, quitte a per-
muter les éléments de la premiere et décaler leurs graduations, les bases ([Sp))s
et ([BPy)p sont duales pour le couplage (+,-), qui est donc parfait.
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Démonstration. D’apres la proposition 3.2.1 et la remarque qui I'accom-
pagne, on a (P¥ @gq) M)* = HOMpg(,,)(PY, M*) en tant que k-espaces
vectoriels gradués. Par ailleurs la graduation de P¥ ® R(v) M étant bornée
et les espaces homogenes de dimension finie, on a gdimy ((PY ®gy) M)*) =
gdimy (PY®p,)M)](¢~"). D’apres le lemme 4.4.3, on a donc gdim, (HOM(P, (M*)¥)) =
gdimy (P¥ ®p(,) M)] (¢71). Les propositions 4.4.8 et 4.4.4 affirment en par-
ticulier que le foncteur W ox réalise une permutation des classes d’isomorphie
des R(v)-modules irréductibles (en effet ce foncteur est un foncteur d’équiva-
lence). D’apres le lemme 3.5.2 et le lemme 10.3.1, gdim, (HOM(F,, Sp)) = 1.
Ces arguments mis bout a bout prouvent la proposition. Ol

Proposition 10.3.9. Le couplage (-, -) défini par

Ko(R(v)) x Ko(R(v)) — Z[lg,q7"]] (10.4)
([P,1Q) +— gdimy(P¥ ®pw) Q) (10.5)

est bien défini, Z[q, ¢~ ']-bilinéaire et symétrique.

Démonstration. Il suffit de reprendre certains arguments de la démonstration
précédente. La symétrie, quant a elle, est une conséquence du lemme 4.4.4.
O

Remarque 10.3.3. Signalons une erreur de raisonnement a ce niveau dans
Particle [17, p. 27]. Les auteurs affirment que le couplage défini dans la pro-
position précédente est & valeur dans Z[q, ¢~ '] (v),, ol

(V)= gdimk(Sym(V)) = H (H 1—16]2‘1)

iel’ \a=1

Analysons la preuve, proposée par les auteurs, de ce résultat. Celle-ci, appa-
remment, est basée sur le fait que tout module projectif serait somme directe
de modules P; avec © € Seq(v). Dans la théorie classique des modules, on
sait que (voir [22; section 6.3]) sur une algébre artinienne et noethérienne,
tout module projectif est isomorphe a une somme directe de modules pro-
jectifs indécomposables principaux (principal signifie ici un module projectif
indécomposable qui intervient dans la décomposition de l'algebre, considé-
rée comme un module projectif sur elle-méme). Comme pour le théoréeme de
Krull-Schmidt et comme expliquée dans la remarque 10.3.2, il est plausible
que ce résultat reste valable pour les modules gradués sur R(v). Ainsi, en
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supposant que les P; soient indécomposables, la décomposition en somme di-
recte de R(v) selon ces derniers montrerait, comme annoncé, que tout module
projectif serait somme directe de modules P;{a}. Il est trés probable que les
auteurs ait raisonné de cette maniere, puisqu’ils écrivent p.35 de l'article :
"Restriction, in the case of these inclusions, also takes projectives to pro-
jectives, by Proposition 2.19 and the Krull-Shmidt property". Toutefois, le
raisonnement n’est pas valable puisque les modules P; ne sont en général pas
indécomposables, comme le montre 'exemple 10.4.1. 11 est en fait méme in-
utile d’espérer que tout module projectif se décompose en une somme directe
de modules P;{a}, toujours d’apres le méme exemple : pour v = 2i, le seul
P; possible est P; et si Py était une somme directe de modules P;{a}, on
aboutirait a une contradiction en consisérant les dimensions graduées. Cette
discussion bien slir ne montre pas que le résultat ci-dessus sur le couplage soit
faux en général. Il est en fait vrai et on le voit directement sur les algebres 4f
(que, pour rappel, l'on va catégorifier a l'aide des Ky(R(v))) : voir le lemme
11.3.1.

Définition 10.3.2. Soit M € R(rv)—mod. On note ch(M) I’élément du
Z[|q,q"]]-module libre de base Seq(v) :
ch(M)= Y edim(1($).M)- i,
i€Seq(v)

ou on rappelle que 1(%).M désigne le sous-k-espace vectoriel gradué de M,
défini par les éléments de la forme 1(¢).z, avec x € M.

10.4 Caracteres

On note, que quand M est fini, ch(M) est un élément du Z[g, ¢~ ']-module
libre de base Seq(v).
On pose ch(M, 7) = gdim(1(2).M), de telle sorte que

ch(M)= > ch(M,i) 4.
i€Seq(v)

Définition 10.4.1. On note Seqd(r) I'ensemble des expressions de la forme
(n1) +(n2) (nr)
i iy

e oung, .., n, € Net Yl ngi, = v
Exemple 10.4.1.
Seqd(2i + j) = {iij, iji, jij,i?j, ji®}.
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Définition 10.4.2. Soit ¢ € Seqd(v). On définit I'idempotent 1(%) comme
le produit tensoriel
1(1) = Ci1m Q- €

des éléments idempotents e;, ,, des algebres de nilHecke R(n;i;).

Définition 10.4.3. Soit i € Seqd(v). On note i! = [ny]!...[n,]! € Z[q] et ©
Iélément de Seq(r) donné en developpant ¢ :

T=d1 . dyiy .y
Définition 10.4.4. Soit 7 € Seqd(v). On pose
ch(M, i) = ¢~ gdimy (1(3).M) |
P; le R(v)-module a gauche gradué
R(v)(1(8){—(4)}

et ;P le R(v)-module & droite gradué

iP =) R(){-())} .
Proposition 10.4.1. Soit ¢ € Seqd(r). On a les isomorphismes suivants :

P;= P}l et ;P ;P".

(2

Par exemple,
-1
P; = PP = PHT = P {1} @ P {-1}.

Ces isomorphisme montre que, pour ¢ € Seqd(v), P; et ;P appartiennent a
R(v)—pmod.

Démonstration. D’apres le lemme 9.1.1, on a un morphisme (pas forcément
unitaire) de k-algebre graduée de R(nii;) ®y - - - ® R(n,i,) dans R(r). On
considere le R(v)-module Indggz)m)®k...®kR(mi7') (R(n1i1) @ - - @x R(nyiy)) =
P; (voir le lemme 3.3.3 plus loin). D’apres la proposition 8.3.6, le lemme
3.2.3 et la distributivité du produit tensoriel par rapport a la somme directe,
ona R(nii))®g- - -k R(n,i,) = (Pn17i1®k- . -®kPnT,ir)l! en tant que R(nyi;)®x

-+ @k R(n,i,)-modules a gauche gradués. Donc P; = (R(v)® [R(ruin)ee-@uR(mni)]
niti Kk QrLe(nrir
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(Py iy @k -+ - Rk Pn7,7i7,))i! en tant que R(v)-modules a gauche gradués. Or en-
core d’apres le lemme 3.3.3, on voit que R(v) ® [Rmrin) @i (P, iy ®x
-+ Qg Pp,i.) = P; en tant que R(v)-modules a gauche gradués, ce qui nous
donne le premier isomorphisme de 1’énoncé.

Pour obtenir le second, il suffit d’appliquer I’anti-involution ). Ol

Corollaire 10.4.1. Soit ¢ € Seqd(r) et M € R(v)—mod. On a l'isomor-
phisme de k-espace vectoriel gradué suivant :

1(3).M = (1(3).M)" {—(3)}.

Démonstration. Conséquence du lemme 3.3.1 et de la proposition précédente.
O

Corollaire 10.4.2. Soit 7 € Seqd(v) et M € R(rv)—mod. On a I'égalité des
dimensions graduées suivante :

~ . d —1
gdimy (1(7).M) = ¢~ 4! gdim, (1().M), on (i) = nk(n;;) ,
k=1
qui s’écrit aussi de la fagon suivante :
ch(M,7) = ! ch(M, 7).
Démonstration. Immédiat. OJ

Remarque 10.4.1. On remarque que ch(M) détermine ch(M, ) pour tout
i € Seqd(v).

Remarque 10.4.2. Signalons, a ce passage, une erreur dans l'article (sans
conséquence toutefois). Les auteurs établissent ’égalité suivante (les égalités
et les isomorphismes dont on va discuter ici sont & considérer dans le cadre
des k-espaces vectoriels gradués) pour M € R(v)—mod et 7 € Seqd(v) :

iP ©prw) M = HOM(P;, M).

Toutefois, celle-ci s’avere étre fausse en général. Supposons en effet le contraire
et considérons le cas ou ¢ € Seq(v) et M = R(v). Ona P; 2 HOM(R(v), P;) =
Djcseq) HOM(F;, Pi) et ;P @p() R(v) = ;P. Or par le biais de ¢, on a un
isomorphisme entre P; et ;P. Ainsi, puisque les espaces homogenes de ;P
sont de dimension finie, ce qui précede implique que pour tout j # ¢ dans
Seq(v), on a HOM(P;, P;) = 0. Or I'élément ;1; défini dans la partie précé-
dente induit un morphisme de R(v)-module injectif de P; dans P;, donc non
nul. On construit alors facilement un contre-exemple.
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Etant données deux séquences ou plus dans Seqd(v) qui different seulement
dans quelques groupements de termes, on indique par des points les par-
ties identiques. Par exemple, ...4j5... and ...j7... désignent une paire de
séquences 151" et i'jii”, ou i’ et 1’ sont des séquences quelconques.

Proposition 10.4.2. On a les isomorphismes de R(r)-modules a droite gra-
dués :

12

Z]P __,7ji___P sii-j5 =0,

et les isomorphismes de R(v)-modules a gauche gradués :

P...ij... = P...ji... sii-j=0,
P iji. & P 2, ©P o sii-j=-—1
Démonstration. Voir 'article [17, proposition 2.13]. O

Corollaire 10.4.3. Pour tout M in R(r)—mod on a les isomorphismes de
k-espaces vectoriels suivants :

I

1(...i5...).M 1(...50...).M sii-j=0,
1oodgi ) M{1} = 1(..0%5 ) Me 1 e M sii-j=-—L
Démonstration. On utilise de nouveau le lemme 3.3.1. U]

Corollaire 10.4.4. On a les égalités entre caractéres suivantes, pour tout
R(v)-module (& gauche) gradué M de type fini :
ch(M,...ij...)=ch(M,...,5i...) sii-j=0,
ch(M, ... iji...)=ch(M,...i®j. . ) +ch(M,...5i% . ..) sii-j=—1,

“*b]ch(M,...wb)...).

ch(M,...z'(%'(b)...)_[ .

Démonstration. Les deux premieres égalités sont immeédiates. Pour la der-
niere, on utilise deux fois le corollaire 10.4.2 :

ch(M,...ii---i...) =[a+Db]! ch(M,... i )

= [a]! [B]! ch(M, ... i@i® ). (10.6)

O
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10.5 Induction et restriction

Nous allons considérer ici des opérations de restriction et d’induction (voir
la section 4.5) entre les algeébres R(v). Plus précisément, soient v, v’ € N[I],
on note ¢,,s : R(v) ® R(V') — R(v + v/') le morphisme injectif défini dans
le lemme 9.3.1. On note 1,,, I'image de 1’élément neutre par ¢,,,/, c’est un
élément idempotent (qui en général n’est pas 1’élément neutre de R(v + 1/')).
On note par ailleurs respectivement Ind,, et Res,,  les foncteurs additifs

Indﬁgzg&(y,) et Resggzg&(y,) entre les catégories R(v) @, R(V')—Mod et

R(v+v")—Mod (nous verrons dans cette section qu’ils induisent des foncteurs
entre les catégories R(r) @ R(v')—mod et R(v + v')—mod, les catégories
R(v) ®x R(V')—fmod et R(v+ v')—fmod, les catégories R(r) ®x R(V')—pmod
et R(v + v/)—pmod).

Lemme 10.5.1. Soient v, /', v" € N[I] et M, M', M" des modules & gauche
gradué respectivement sur R(v), R(v'), R(v"). On a la propriété d’associati-
vité suivante :

Indwru/,l,u [(Indy+V/(M Rk M’)) Rk Ml/]
= Indy7l,/+l,// [M Rk (Il’ld,/wl/(M, Rk MN))]
Démonstration. Conséquence du lemme 4.5.6. O

Théoréme 10.5.1 (Théoreme de Mackey). Le (R(v)®@R(V'), R(W")@R("))-
bimodule gradué ,, s R,» ,» admet une filtration (par des bimodules gradués)
dont les quotients correspondants sont isomorphes a

(Z/RU—)\,)\ ®]k V’RV’+)\—V”’,V”’—/\) ®R’ (V—)\,V”+)\—URU” ®lk )\,u/’/—/\Ru”’){a)\}y
ol
R' = R(r—=N) @k RA\) @ R(V+ A=) @ R(V" = )\), ay ==XV +X—=1")

et ou les A parcourent N[I] de telle sorte que chaque terme ci-dessus soit
dans N[I].

Démonstration. Les auteurs de l'article [17, proposition 2.18] donne une in-
dication, nous allons la développer en s’inspirant de [16, section 3.5].
Il existe un ordre partiel naturel sur N[I], défini par

A < 3 sl existe N tel que 3= X+ \.
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On compleéte cet ordre en un ordre total, que ’on notera encore <. Soient
A1, A2, ..., A € N[I], on utilisera I'identification naturelle suivante :

Seq(A1) x Seq(A2) X -+ X Seq(A.) C Seq(A1 + Ao+ -+ \).

On note A I'ensemble des A € N[I] apparaissant dans I’énoncé et on pose

’I’L:|V|7 n/:‘yl" TL”:‘I/”’, n//l:’y///’ et m:n+n/:n/l+n,ll.

w=(n,n)et p’ = (n",n") désigneront les compositions correspondantes. A
chaque A € A, est associé de fagon naturelle une permutation d(\) € D
ce qu’explique mieux que des mots le diagramme suivant :

Hop

1% y/
AN\
.
A
U\ =
vV—A V" =\
>
TV
I/N V/"

—

On notera y, I'élément de ,,, R,» ,» égal a >, d()),, ou la somme est prise
sur Pensemble des k € Seq(rv — \) x Seq(v/ + X —1"") x Seq(A) x Seq(v" — \),
que l'on notera dans la suite Seq(—A—). Remarquons que y, est homogene
de degré —\- (V' + X —v").

Pour chaque A € A, on définit les (R(v) ® R(V'), R(v") ® R(v"))-bimodules
gradués suivants :

Bo € P (R) @ R(W))ys(RW") @ RW™) |

BEA, B<A
Bo = P (BW) @k R(V))ys(RWV") @ ROW™))

BEA, B
def

B)\ - BS/\/B</\~

Ces trois modules admettent respectivement pour bases

(xu(wW”)i / weS, weSND,.

d(B) = tpnu'"

W'(4) € Seq(—f—), BEA, B <N ueN™),
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—

(24 (wd(B)w"); | w € Sy, W' €S NDL

d(B)~tpnu'"

w”(i) e SeCI(—ﬁ_)y ﬁ c A7 /8 < )\, u e Nm)’

et

(zu(wm”)i / weS,, weS,nD,]

d(A)~tpnp!”

w"(7) € Seq(—A—), u € N™),

d’apres le lemme 8.2.3, la remarque 9.3.1 et le théoreme 9.3.1. Toujours
d’apres le lemme 8.2.3 et le théoréme 9.3.1, les B<) définissent une filtration
de ,,/R,»m, quand \ parcourt A selon 'ordre total précédemment défini.
Les quotients correspondants sont alors les B,.

Considérons a présent, pour A € A, application

(VRI/7>\,>\ QK V’RV,+>\7V”,,V”/7)\) Qr (V*)\,V”Jr)\fVRV” Rk A,V”’*ARV”’){Q/\} - B)\

(I ®J:l) ® (x// ® x///) — (x ®Il)y)\($” ®I///)

que 'on vérifie étre bien définie d’apres la remarque 9.3.1, préservant la gra-
duation et (R(v) @ R(V'), R(v") @ R(v"))-linéaire. Encore d’aprés le lemme
8.2.3, laremarque 9.3.1 et le théoreme 9.3.1, on voit que le bimodule a gauche
ci-dessus admet pour base

(@) @w’s | we Sy, W €8N Dy s
i€ Seq(—A—), j=w"(i), ue N™),

ou l'on a fait les identifications naturelles (voir lemme 9.1.1). Cette base
est envoyée sur celle de By, explicitée plus haut, par le morphisme construit
précédemment, ce dernier est donc bijectif. O

Remarque 10.5.1. Nous appelons ce théoreme, théoreme de Mackey, car il
s’apparente au théoréme éponyme original : voir [10, section 3.5].

Lemme 10.5.2. Soient ¢ € Seq(v) et j € Seq(+'). On a :
IIldl,J,/(Pi ®]k ]D]) = Pl]
De fagon plus générale soient ¢ € Seqd(v) et j € Seqd(v'), on a encore :

IIldl,7l,/(Pi Rk ]DJ) = Pl]
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Démonstration. Démontrons la deuxieme affirmation dont la premieére est un
cas particulier. Soient donc ¢ € Seqd(v) et j € Seqd(V'), alors P; @k Pj =
(R(v) ®x R(V)) (¥(1(%)) ® ¥ (1(4))){() + (4)}. Le lemme 3.3.3 permet de
conclure. O

Définition 10.5.1. Un mélange k est une paire de séquences i € Seq(v) et
j € Seq(v'), accompagné de la donnée d’une permutation de battage dans
B(p,q) ou p = |v| et ¢ = |[V/|. On note deg(t,j, k) le degré du diagramme
naturellement associé au mélange :

k

i J
On désignera parfois également par k la séquence obtenue a partir du mélange
(la séquence haute du diagramme).

Remarque 10.5.2. Le degré deg(%,j, k) est bien défini d’apres la remarque
9.3.1.

Proposition 10.5.1. Pour tout k € Seq(v + /), on a

Lo P = @ Pio Pdeg(ij b},

ixj=k

kPll/,u’ = @ 1P®Jp{deg(i7j7 k)}7

ixj=k

la somme étant indéxée par toutes les possibilités de représenter k comme
un mélange de 7 € Seq(v) et j € Seq (V).

Démonstration. Soit k € Seq(v + 1), on note p = |v|, g = || et m =p+q.

(@i52" / i € Seq(v), j € Seq(V), w € Sy, tq. w(if) =k, u € N™)
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est une base homogene du k-espace vectoriel gradué pP1,,,,, d’apres 9.3.1.
((6;©7;)x" / i € Seq(v), j € Seq(V'), 0 € Sp, T € Sy, u € N™)

est une base homogene du k-espace vectoriel gradué R(v) @k R(v'), d’apres
9.3.1 et en utilisant 'identification fournie par le lemme 9.3.1.

(@4 / © €Seq(v), § € Seq(V), w € B(p,q) tq. w(ij) = k)

est alors une base homogene du R(r)® R(v')-module a droite gradué P1,,,.
On obtient ainsi la deuxiéme égalité de ’énoncé, puis la premiére en utilisant
I’anti-involution 1. ]

Corollaire 10.5.1. 1, ,R(v + V') et R(v + 1)1, sont des R(v) ®y R(V)-
modules, respectivement a gauche et a droite, projectifs de type fini.

Démonstration. La proposition précédente montre en particulier que 1, ,/ P
et pP1,,, sont des R(v) ®x R(V')-modules, respectivement a gauche et a
droite, projectifs de type fini. Le fait que R(v + V') = @, P = D, Lk
prouve le corollaire. Ol

Proposition 10.5.2. Les foncteurs Ind, s et Res,,,» induisent des foncteurs
additifs entre les catégories R(r) ®y R(1')—mod et R(v + v/)—mod, les ca-
tégories R(v) ®x R(V')—fmod et R(v + v/)—fmod, les catégories R(v) ®k
R(V')—pmod et R(v + v')—pmod.

Démonstration. Le corollaire précédent affirme en particulier que 1,/ R(v +
V') et R(v+1')1,,, sont de type fini. D’apres les propositions 4.5.2 et 4.5.3, le
cas des catégories de type —mod et —fmod est prouvé. Pour les catégories de
type —pmod, le résultat pour Ind, s est conséquence de la proposition 4.5.1,
le résultat pour Res,,,, conséquence de la premiere affirmation du corollaire
précédent (qui affirme que Res,,,/ (R(l/ +/ )) est projectif), de additivité du
foncteur dans les catégories de type —Mod et du lemme 4.5.3. 0

Proposition 10.5.3. Les foncteurs Ind,, et Res,, induisent des mor-
phismes Z[q, ¢~ ']-linéaires naturels [Ind, /] et [Res, /] entre les groupes de
Grothendieck Go(R(v) et Go(R(v + 1)), Ko(R(v)) et Ko(R(v +1')).

Démonstration. Les deux foncteurs induisent des morphismes de groupes na-
turels d’apres la proposition 4.5.4, le fait que R(v+1')1,,,/ soit projectif (donc
plat) d’apres le corollaire 10.5.1 et le lemme 4.5.1. Le fait qu’ils soient de plus
Z]q,q ']-linéaires est conséquence du lemme 4.5.3. O
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Définition 10.5.2. Etant données f and g deux fonctions sur les ensembles
respectifs Seq(r) and Seq(v'), a valeur dans un anneau commutatif unitaire
contenant Z[q, ¢~'], on définit leur produit mélangé (quantique) fw g comme
une fonction sur I'ensemble Seq(v + v') donnée par

(fog)(k) =Y q"= P f(5)g(j),,

ixj=k

la somme étant indéxée par toutes les possibilités de représenter k comme
un mélange de 7 € Seq(v) et j € Seq(V').

Lemme 10.5.3. Soient M € R(rv)—mod et N € R(v')—mod, on a alors
ch(Ind, (M @y N)) = ch(M) w ch(N).
Démonstration. Soit k € Seq(v + /'), on a
ch(Ind, (M @y N), k) = gdimy (1(k).[R(v + V) ®roye.rey (M @k N)]).

En utilisant deux fois le lemme 3.3.1, on a les isomorphismes de k-espace
vectoriel gradué suivants :

1(k).[R(v + V) ®ra)eere) (M @k N)]
= P @y [R(v + V') @reere) (M @k N)]
= [kP @k R(v + )] @ryo.rer) (M ®x N)
= 1P Qrw)sere) (M @ N).

Soient ¢ € Seq(v) et j € Seq(v'), en utilisant encore le lemme 3.3.1, on a les
isomorphismes de k-espace vectoriel gradué suivants :

(zp QK jP) ®R(U)®kR(V/) (M YN N)
= (P ®pw) M) Q (;P @y N)
= 1(4).M @k 1(j).N .

La proposition précédente permet de conclure. O

Remarque 10.5.3. On note que les auteurs de I'article [17, proposition 2.16]
affirment que 1,/ R(v +1') est un R(v) ® R(v')-module libre gradué. Toute-
fois la preuve présentée ne permet pas de le montrer car la base exhibée n’est
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pas consituée d’éléments homogenes. On peut alors se demander si cette af-
firmation est tout de méme vraie. La réponse est non en général. Nous allons,
pour le voir, considérer un contre-exemple.

Soient i et j tels que i-j = 0, on va s’interesser a v = i+7j et / = i. D’apres la
section des exemples 9.2, on a R(2i) = N Hy et R(2i+j) = M3(N Hy @k klz]),
ou l'on choisit 'indexage des lignes et des colonnes de la fagon suivante :

1wy gt g
ol
ZZ] N . . N
11 —
Jie —

Li+; jR(2i + j) est le sous-k-module dont la premiere ligne est nulle. D’apres
le lemme 3.2.4, on a alors

gdimy (145, R(2i 4+ j)) = 6 gdim,(NH>) gdim, (k[z])
1 1
(1=¢)?] 1-¢

= 6 [(1+q¢7

6(1+q¢77)
(1—¢%)?

et gdimy (R(i +j) @ R(1)) = gdimy (M (klzy,z5])) gdim, (k[z])
1 1 4

1—g2 1-¢ (1—q2)3.

Le quotient des dimensions graduées

gdlmk (11'_’_]"]' R(QZ + ]))
gdim, (R(@ +7) ®xk R(z))

est alors dans Q[g, ¢ '] mais pas dans Z[q, ¢~'], donc 1,4 ;R(2i + j) ne peut
étre un (R(i + j) @k R(i))-module gradué libre.

Remarquons que 'important corrolaire 2.17 de Iarticle reste toutefois vrai :

c’est une des affirmations de la proposition 10.5.2, qui est une conséquence in-
directe de la proposition 10.5.1 (la proposition 2.19 de I'article). On pourrait
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répéter cette méme remarque pour plusieurs résultats a venir. Cela s’explique
par le fait que, méme si R(v + /) n’est pas un R(v) ®x R(v')-module gra-
dué libre de type fini, il est toutefois projectif de type fini (corollaire 10.5.1).
Pour finir, les auteurs de 'article semblent agir comme s’ils avaient remar-
quer erreur car finalement ils contournent la proposition erronée pour redé-
montrer leur corollaire 2.17 a la page 35 : "Restriction, in the case of these
inclusions, also takes projectives to projectives, by Proposition 2.19 and the
Krull-Shmidt property". Ils commettent toutefois une autre erreur, puisqu’ils
supposent alors que les modules P; sont indécomposables : voir la remarque
10.3.3.
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11 Catégorifications des algebres 4f

11.1 Le groupe de Grothendieck de R
Pour un graphe I', on note la k-algebre graduée
R= P R@).
VEN[]
Remarque 11.1.1. R n’est pas unitaire.

Définition 11.1.1. On définit les catégories suivantes :

R-mod ¥ EB R(v)—mod,
veN[I]

R—fmod & @ R(v)—fmod,
veNII]

R—pmod o @ R(v)—pmod.
veN(I]

Remarque 11.1.2. D’apres la remarque 4.2.2, ce sont des catégories ad-
ditives et on peut voir que ce sont, pour ces structures additives, des sous-
catégories additives de la catégorie des R-modules a gauche gradués. D’apres
les remarques 4.2.10 et 4.3.2, pour ces structures, R—mod et R—fmod sont
de plus abéliennes, et R—pmod semi-simple.

Définition 11.1.2. On note respectivement Ky(R) et Go(R) les groupes de
Grothendieck Gy de R—pmod et R—fmod.

Remarque 11.1.3. D’apres la proposition 4.3.3 et la remarque précédente,
il est inutile de faire une distinction entre les groupes de Grothendieck Gq et
G pour R—pmod.

Remarque 11.1.4. On note qu’on a, d’apres la remarque 4.3.1, les identifi-
cations naturelles de groupe abélien suivantes :

Go(R) = €D Go(R(v)), Ko(R)= @ Ko(R(v)).

veN(I) veN[I]

Les stuctures de Z[q, ¢~ !]-modules des groupes de Grothendieck Go(R(v) et
Ko(R(v)) permettent, en utilisant les identifications précédentes, de définir
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une structure de Z[g, ¢~ *]-module pour Go(R) et Ky(R), ot l'action de ¢
(resp de ¢ ') correspond alors & élever (resp. abaisser) la graduation de 1
(on rappelle que 'on peut voir les éléments de R—fmod et R—pmod comme
des R-modules : voir la remarque 11.1.2). Les groupes Go(R(v)) et Ko(R(v))
deviennent des sous-Z[q, ¢ ']-modules respectivement de Go(R) et Ky(R)
et en constituent des décompositions en somme directe et définissent une
(N[1], 4)-graduation.

Définition 11.1.3. On étend la définition des couplages symétriques (-, -)
(voir (10.2) et (10.4)) & Ko(R) et Go(R) en imposant aux sous-Z[q, ¢ ']-
modules correspondants a différents v d’étre orthogonaux.

Définition 11.1.4. On définit les catégories suivantes :

RoR-mod £ @ R(v)@x R()-mod,
v,V €NII]

R® R—fmod < P R(v) @« R(v')~fmod,
v €N[I]

R® R—pmod & @ R(v) ® R(V')—pmod.
v,V €NII]

Remarque 11.1.5. D’apres la remarque 4.2.2, ce sont des catégories ad-
ditives et on peut voir que ce sont, pour ces structures additives, des sous-
catégories additives de la catégorie des (R ®y R)-modules a gauche gradués.
D’apres la remarque 4.2.10, pour ces structures R ® R—mod et R® R—fmod
sont de plus abéliennes. D’apres la remarque 4.3.2 et la proposition 4.4.3, la
catégorie R ® R—pmod est semi-simple.

Définition 11.1.5. Chaque foncteur Ind, ,, définit par composition avec
I'injection de la catégorie R(rv)—mod dans la catégorie R—mod un foncteur
additif de R(v) ®x R(v')—mod dans R—mod. En sommant sur v et v/, on
obtient alors le foncteur additif

Ind : R® R—mod — R—mod, ot Ind = @) Ind,, .

v,V

Chaque foncteur Res,/ ,» définit par composition avec I'injection de la catégo-
rie R(v') ®x R(v")—mod dans la catégorie R® R—mod un foncteur additif de
R(V'4+v")—mod dans R® R—mod. Soit v € N[I], en sommant, sur I’ensemble
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des couples (v/,v") tels que v/ + " = v, les foncteurs Res,,/, on obtient un
foncteur additif Res,. En sommant finalement sur v, on a le foncteur additif

Res: R—mod — R ® R—mod,

ou
Res:@Resl, et Res, = @ Resyr .
v

v+ =v

Définition 11.1.6. On définit deux applications Z[q, ¢~ !]-linéaires
[G] : Go(R) ®zjg,g1] Go(R) — Go(R ® R—fmod),

[K] : KO(R) ®Z[q,q—1] KO(R) - G(R ® R_med)a
pour tout v,/ par :

def

M@ N] et [K]([M]®[N]) <

(G ([M)© [N]) = [M @ N,
ou M € R(v)—fmod, N € R(V')—fmod (resp. M € R(v)—pmod, N €
R(V)—pmod) et M ®y N est considéré comme un R(v) ® R(v')-module.

Proposition 11.1.1. Le foncteur Ind induit des applications Z[q, ¢~!]-linéaires,
que l'on note toutes les deux [Ind], sur les groupes de Grothendieck Gy(R)
et Ko(R> :

[Ind] : Go(R) ®Z[q,q_1] Go(R) — Go(R) R

[Ind] : Ko(R) @ppgq-1) Ko(R) — Ko(R) .

Démonstration. D’apres la proposition 4.5.4, le foncteur Ind induit des ap-
plications Z[q, ¢~']-linéaires du groupe de Grothendieck Go(R ® R—fmod)
dans Go(R) et du groupe de Grothendieck G(R ® R—pmod) dans Ky(R).
On obtient les deux morphismes [Ind] en composant avec les applications
Z|q, ¢ ']-linéaires [G] et [K]. O

Proposition 11.1.2. [Ind] fait de Go(R) et Ko(R) des Z[q, ¢ ']-algebres

(associatives) unitaires graduées (sur (N[/],+)).

Démonstration. 11 suffit de vérifier I'associativité et I'existence d’un élément
neutre. Les auteurs de l'article [17, proposition 3.1] donne treés rapidement
la solution & ces deux points, explicitons-la. Considérons l'image dans Ky(R)
(resp. Gp(R)) du module trivial k sur R(0) = k. Pour vérifier qu'il s’agit de
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I’élément neutre, il suffit de le faire sur les sous Z[q, ¢ ']-modules Ky(R(v))
(resp. Go(R(v))), ce qui est immédiat. De méme il suffit de vérifier 1’asso-
ciativité sur tous les triplets de sous-modules Ky(R(v)) (resp. Go(R(v))). Le
lemme 10.5 permet alors de conclure. Quant au caractére gradué des algebres,
la vérification est immédiate. ]

Remarque 11.1.6. On voit facilement que le produit défini par [Ind] fait
de Go(R) et Ko(R) des Z[q, g ']-algébres gradués (sur N[[]).

Proposition 11.1.3. Le foncteur Res induit une application Z[q, ¢~']-linéaire,
que I'on note [Res] :

[RGS} . Ko(R) — Ko(R &® R) .
Démonstration. Conséquence de la proposition 4.5.4. Ol

Soient x1,zy € Ko(R), on note simplement x; x5 le produit [Ind|(zq,x2).
Soient v, v/, V" V" € N[I], M et N des modules gradués respectivement sur
R(v) @k R(V') et R(V") ®x R(v"). Notons

R' = R(v) @ R(V') @k R(V") @ R(V")

et
R/I — R(V + V”) ®ﬂ( R(V/ + V///>.

On a les isomorphisme de R”-module gradué (d’apres ¢a et ¢a)
Indf, (M @ N) = [(R(v + V")) @k (R + V") 1y m)] @p (M @ N),

ce qui prouve, d’aprés le corollaire 10.5.1 que Ind% (M ®, N) € R"—pmod.
D’apres la proposition 4.5.4 et la remarque 11.1.4,

/o0

[M][N] = ¢~ [Indf (M @ N)]

définit un produit (tordu) qui fait de Ko(R ® R), en reprenant la démons-
tration de la proposition 11.1.2, une Z[q, ¢~ ']-algébre (associative) unitaire
graduée (sur (N[I],+)).

Lemme 11.1.1. [K] : Ko(R)®z(y4-1K0(R) — Ko(R® R) est un morphisme
de Z[q, g~ ']-algebre.

Démonstration. Immédiat. OJ
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Définition 11.1.7. Le couplage (-,-) sur Ky(R) induit un couplage symé-
trique sur Ko(R) ®zy-1 Ko(R) (de la méme facon que pour 'f : voir la
proposition 7.3.1), que 'on note encore (-, -).

On définit un couplage symétrique sur Ko(R® R) de la méme fagon que 'on
a défini (-, ) sur K¢(R), que I'on note encore (-,-).

Lemme 11.1.2. [K] préserve les couplages (-, ) :

([K](2), [K](y)) = (2,9).
Démonstration. Immédiat. O

Proposition 11.1.4. [Res| est un homomorphisme d’algebre de Ky(R) dans
Ko(R ® R) (muni de la structure d’algebre précédemment définie).

Démonstration. Les auteurs de Darticle [17, proposition 3.2] indique qu'’il
s’agit d’'une conséquence du theéoreme de Mackey 10.5.1, expliquons de quelle
facon.

Soient v, v/, V" V" € N[I], M et N des modules gradués respectivement sur
R(V") et R(¥). On a

Res] (M) = 3 [LowrsM] et [Resl(N]) = 3 [Lon. M

ﬂél/” )\SV///

Le produit [Res]([M]) [Res]([N]) est alors, en utilisant le lemme 3.3.1 et le
lemme 4.5.1,

Z q_(””—ﬁ)“ [(Rl Qrr RQ) QRW")@uR(W") (M Bk N>]’

)‘SVIHMBSV//
ou
Rl — )\-‘rﬁRﬂ,)\ ®]k I/”-‘rll”’—)\—ﬂRV”—ﬁ,VW—)\7 R2 = ﬁ,l/”—ﬂRV” ®k )\,IJW—/\RU’”

et R =R(A) @ R(\) @ R(' — ) @ R/ — \).

La projection du produit dans le sous-Z[q, ¢~ *]-module K(R(v) ® R(¢')) de
Ko(R ® R) correspond a imposer les conditions

A+B=v et V' +V" - AN-pB=1.
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Cette projection est alors
Z q,(y,+A,U,,/)~,\ [(Rl Qg RQ) ®R(V”)®[(R(V”,) (M R N)],
AEA

ou

Rl B VRU_)\’)\ B V/RV/+)‘_VW7VW_>\7 R2 = u—)\,u”+)\—uRyﬂ Rk /\,V///_)\Rw/m
R/ = R(V — A) Ok R(A) Rk R(]// + A\ — VW) Rk R(U”/ _ )\)7

et ou A désigne I'ensemble des A € N[I] tels que chaque terme au-dessus soit
dans NI[/].

M ®x N est un R(V") ®, R(v")-module gradué projectif donc plat d’apres
la proposition 4.4.10. Le théoreme de Mackey 10.5.1 et le lemme 4.5.1 im-
pliquent alors que la projection dans la sous-catégorie R(v) @y R(v') de
(ResoInd)(M ®x N) admet, en tant que R(r) @k R(v')-module gradué, une
filtration dont les quotients respectifs sont

(Rl r RQ) QR @R (M Rk N) {_)\ . (V/ I V”/)}7

ou A parcourt A. D’apres la remarque (GO et KO0) et la symétrie de la forme
bilinéaire sur N[/], on a alors montré que

[Res]([M]) [Res]([N]) = [Res]([M][N]),
ce qui permet de conclure d’apres la remarque 11.1.4. O

Proposition 11.1.5. Le couplage (-, -) sur Ky(R) vérifie les propriétés sui-
vantes :

1. (1,1) =1,

2. ([P],[Pj]) = 015(1 — ¢*)~! pour i, j € I,

3. (z,yy) = ([Res](x), [K](y ®Y)), pour z,y,y" € Ko(R),

4. (a2',y) = ([K)( ), [Res](y)), pour a, ',y € Ko(R),
Démonstration. Bien que la définition de [Res] et 1’énoncé de la proposition
soient ici quelque peu différents, il apparait que la preuve de [17, proposition
3.3] est exactement celle de notre proposition. O

Définition 11.1.8. On définit une involution anti-Z[q, ¢~']-linéaire ~ de
Ky(R) en étendant (voir la remarque 11.1.3) la définition de ~ sur chaque
Ko(R(v)) (voir laproposition 10.3.6).
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Remarque 11.1.7. Par définition, cette involution préserve la graduation
(sur N[I]).

Proposition 11.1.6. Il existe un morphisme de Z[q, ¢~']-algebre graduée
(sur N[I])
v :af — Ko(R)
qui envoie 9;?1) . .92(5’“) sur [P;], ou ¢ = i 2'5:"'). Il transforme la forme
bilinéaire sur 4f en celle définie précédemment sur Ky(R) :
(z,y) = (v(x),7(y)) pour tout z,y € Af.

7 transforme l'involution anti-Z[q, ¢~ ']-linéaire de 4f en celle de Ky(R) :
y(z) = ~(Z) pour tout x € 4f.
Enfin la comultiplication r : f — f éQ(q)f correspond a [Res| au sens ou
[K]o(y®~v)or=[Res|o~.

Démonstration. La preuve de [17, proposition 3.4] reste entiérement valable
avec les modifications que nous avons apportées, seul le fait que ~ préservent
les couplages et la comultiplication demande a étre reconsidéré.

Les applications

T : f— Ko(R)gu), r:f—f&qqf,

et Yo @1 * fawf = KiR)awm Saw Ko(R)aw
sont des morphismes de Q(gq)-algebres. D’apres le lemme 11.1.1 et la propo-
sition 11.1.4, c’est également le cas de

(K@) : Ko(R)q@g) Paw Ko(R)ag — Ko(R® R)gq)

et [Reslg) : Ko(R)aw — Ko(R® R)q)-

Par définition, on vérifie immédiatement que [K|gq) o (Vg ® Yq)) © T et
[Res]q(q) 0 Yq(q) envoient sur les méme images les générateurs 6;, pour i € I, ce
qui implique que ces deux morphismes de Q(g)-algebres coincident. En dessi-
nant un diagramme commutatif et en utilisant le fait que 4f s’injecte dans f,
on obtient au passage la derniere assertion. Le lemme 11.1.2, la proposition
11.1.5 et la proposition 7.3.1 prouvent alors que

(2,y) = (v(z),7(y)) pour tout z,y € f.

Notons pour finir que les auteurs font implicitement usage dans leur preuve
du lemme 10.5.2. 0J
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11.2 Preuve de la surjectivité

Les résultats de cette section sont une transposition de ceux d’une partie de
[10, chapitre 5]. Les objets ne sont pas les mémes mais de fagon formelle, la
progression et les preuves sont identiques. On suppose a partir de maintenant
que k est algebriquement clos. Notons que le développement qui suit doit se
faire dans les catégories de type —fmod (c’est ce qui est fait dans [16]) et non
du type —mod, comme le préconise l'article [17] : voir la remarque 11.2.3
plus loin.

Définition 11.2.1. Soit M € R(v)—fmod et ¢ € I. On définit
A;M =Resy_i; = (1, ® L;).M = ,_;;R, Qpu)y M
et plus généralement
Ain M = Resy—nini = (Ly—ni @ 1ni). M = _piniRy @rpy M.
Si v — ni n’appartient pas a N[/], on pose par convention A;» = 0.

Remarque 11.2.1. A;» est un foncteur additif exact de la catégorie R(r)—fmod
dans la catégorie R(v —ni) ® R(ni)—fmod : voir lemme 4.5.2. On a, d’apres

le théoreme de réciprocité de Frobenius 4.5.1 et la remarque qui le suit, les
isomorphismes fonctoriels de k-algebre graduée

HOMEgy(Ind, —pi i N @ L(3"), M)
> HOM gy —niyor(niy (N ® L(i"), A M) (11.1)
avec M € R(v)—mod et N € R(v — ni)—mod.
Lemme 11.2.1.

ch(Am M) = Z ch(M, i) - j ,

j€Seq(v—ni)

ou A M est vu comme un module sur la sous-algebre R(v — ni) de R(v —
ni) @ R(ni).

Démonstration. Immeédiat.

Définition 11.2.2. Soit M € R(rv)—mod, on note &;(M) = max{n >
0/ AmM #0}.
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Remarque 11.2.2. ¢;(M) est la longueur de la suite la plus longue de i
intervenant dans une séquence k, telle que 1x.M # 0.

Lemme 11.2.2. Si M € R(v)—mod est irréductible et N @y L(i"){r} est
un sous-module irréductible de A;n (M), avec 0 < n < &;(M) et r € Z, alors
61‘(N) = 51'(M) — n.

Démonstration. Analogue de [10, lemme 5.1.2], voir l'article [17, lemme 3.6].
]

Lemme 11.2.3. Soient N € R(v)—mod irréductible tel que ;(N) = 0 et
M =1Ind, ;N @ L(i"). Alors

1. AiwM =2 N ® L(i"),

2. hdM est irréductible et g;(hdM) = n,

3. tous les autres facteurs de composition L de M est tel que £;(L) < n.

Démonstration. Analogue de [10, lemme 5.1.3], voir I'article [17, lemme 3.7].
O

Remarque 11.2.3. Notons qu’il est effectivement nécessaire de travailler
dans les catégories de type —fmod afin d’assurer 'existence des suites de
composition : voir la remarque 3.5.1 et la proposition 3.6.1.

Lemme 11.2.4. Soient M € R(v)—mod irréductible et ¢ = ¢;(M). A= M est
isomorphe a N ®y L(i€), ou N € R(v—ei)—mod est irréductible et £;(N) = 0.

Démonstration. Analogue de [16, lemme 5.1.4]. O

Lemme 11.2.5. Soient N € R(rv)—mod irréducible et M = Ind, ;N ®x
L(i™). hdM est irréducible, ;(hdM) = ¢;(N)+n et et tous les autres facteurs
de composition L de M sont tels que &;(L) < g;(N) + n.

Démonstration. Analogue de [16, lemme 5.1.5]. O

Proposition 11.2.1. Pour tout M € R(v)—fmod irréductible et 0 < n <
gi(M), socApn M est un R(v — ni) ® R(ni)-module irréductible de la forme
L @y L(i"), ot &;(L) = g;,(M) — n.

Démonstration. Analogue de [10, théoreme 5.1.6], voir I'article [17, proposi-
tion 3.10]. On note 'usage du théoreme de Kato 8.3.2 et du lemme 8.3.7. [
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Définition 11.2.3. Soit e; = Res’ """ o A; le foncteur (covariant, additif et
exact, entre les catégories de type —fmod) défini comme la composée de A;
avec la restriction de R(v—1i) ® R(i) & R(v —1). Si ¢ n’est pas dans le support

de v, on pose par convention e; = 0.
Lemme 11.2.6. Soit M € R(v)—fmod, on a
gi(M) =max{n >0 /el (M) # 0}.

Démonstration. Par transitivité de la restriction, on a (quand il est possible
d’écire v — ni dans N[I])

n __ v o v—ni,ni n
e; = Res,_,, = Res,_, " o A"

T

On conclut en remarquant que Res’ "™ (M) = 0 < M = 0 (le morphisme

v—ni

R(v — ni) — R(v — ni) ® R(ni) est unitaire). O

Remarque 11.2.4. Signalons une erreur (qui oblige & modifier I’énoncé du
corollaire 3.12 de 'article [17] : voir le corollaire suivant), il est affirmé dans
I’article que

Res, (M) = @ ei(M).
iel
Ici Res!,_; désigne le foncteur (covariant, additif et exact, entre les catégories
de type —fmod) de restriction de R(v) a R(v — i) (quand ¢ € Supp(v)). 1l
faudrait plutot lire
Res;,

v—i — €i ,
conséquence de la transitivité de la restriction.

Corollaire 11.2.1. Soit M € R(v)—fmod irréductible tel que &;(M) > 0.
Alors soc(e; M) est irréductible et g;(soc(e; M) = ;,(M) — 1.

Démonstration. Analogue de [10, corollaire 5.1.7]. O

Définition 11.2.4. Soit M € R(v)—fmod irréductible, on définit
&M :=soc(e;M) et f,M :=hd ind’{'M @ L(5).

Remarque 11.2.5. Soit M € R(v)—fmod irréductible, le module f;M est
irréductible d’apres le lemme 11.2.5, tandis que ¢;M est irréductible ou nul
d’apres le corollaire 11.2.1. Par ailleurs, on a

ei(M) = max{n > 0[e" M # 0}, &;(fiM)=e;(M)+1.
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Dans les lemme 11.2.7, 11.2.9 et le corollaire 11.2.2 qui suivent, les isomor-
phismes ne préservent pas forcément la graduation, mais sont toutefois ho-
mogenes (i.e. préservent la graduation quitte a la décaler).

Lemme 11.2.7. Soit M € R(v)—fmod irréductible, on a

socAin M = (e!'M) ® L(i"),
hd ind,, (M ® L(i")) = f'M.

(3

Démonstration. Analogue de [16, lemme 5.2.1]. O

Lemme 11.2.8. Soit M € R(v)—fmod irréductible, le socle de e’ M est
isomorphe a E?M@[n]!{_@}.

Démonstration. Analogue de [16, lemme 5.2.1]. O

Lemme 11.2.9. Soient M € R(v)—fmod irréductible et N € R(v+i)—fmod,
on a f;M = N si et seulement si e; N = M.

Démonstration. Analogue de [10, lemme 5.2.3]. O

Corollaire 11.2.2. Soient M, N € R(v)—fmod irréductible. Alors f;M =
filN si et seulement si M = N. Supposons &;(M),e;(N) > 0, ;M = ;N si
et seulement si M = N.

Démonstration. Analogue de [16, corollaire 5.2.4]. O

Le caractere ch(M) de M € R(v)—fmod est & valeurs dans Z[q, ¢~'] Seq(v),
le Z[q,q']-module libre engendré par Seq(r). On obtient clairement une
application linéaire Go(R(v)) to Z[q,q *|Seq(v).

Théoréme 11.2.1. L’application
ch : Go(R(v)) — Z[q,q '] Seq(v)
est injective.

Démonstration. Analogue de [16, théoreme 5.3.1], voir l'article [17, théoréme
3.17). 0

Proposition 11.2.2. Soit k un corps quelconque. L’application Z[q, g7 !]-
linéaire yq(q) : f—Ko(R)q(q) est un isomorphisme.
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Démonstration. Supposons pour commencer k algébriquement clos. En éten-
dant aux scalaires Q(q) les Z[q, ¢ ']-modules Go(R(v)) et Z[q, ¢~ '] Seq(v),
on obtient I'application Q(g)-linéaire :

chgg) : Go(R(v)) @zj44-1 R(g) — Q(q) Seq(v).

Le couplage 10.2 défini entre Ko(R(v)) et Go(R(v)) s’étend de fagon natu-
relle en un couplage Q(g¢)-bilinéaire entre Ko(R(v))g(q) o Ko(R(V))®zjg,4-1]
et Go(R(V))aq(g o Go(R(v))®z[q,4-1), qui admettent pour Q(g)-bases les fa-
milles (Sp)p et (FPy)p. ch est injectif d’apres le précédent théoreme, il en-
voie donc toute Z[gq,q ']-base de Go(R(v)) sur une famille Z[q, g~ ']-libre
de Z[g,q '] Seq(v), ce qui montre que chgyg) est aussi injectif. D’apres la
proposition 10.3.8, le couplage précédemment défini entre Ko(R(v))g(q) et
Go(R(v))q(q) est parfait, et on obtient alors en dualisant chgyg), une appli-
cation Q(¢)-linéaire surjective (car on dualise sur un corps)

(chgg)* : R(g)Seq(r) — Ko(R(v)) @zjqq-1 R(q)-

Soit kinSeq(v) et M € —fmod, on a alors par définition

[(chag)* (k)] ([M]) = gdim, (1(k).M) .

Or ([P, [M]) = gdimy(1(k).M) d’apres le lemme 3.3.1, ce qui prouve la
factorisation suivante :

Q(q)Seq(v) — £, 2 Ko(R())o) -

Cela prouve en particulier que yg(q) : f, — Ko(R(V))q(q) est surjective.

Supposons maintenant k quelconque et soit k sa cloture algébrique. L’exten-

sion des scalaires de k a k définit une application Z[q, ¢~!]-linéaire K¥(R(v)) —
Kg‘(R(V)) pour tout v, et par suite une application Z[g, ¢~*]-linéaire Kg(R(v))q(q) —

K§(R(v))q(g)- On a la factorisation suivante :

k 3G (@) =
Yo = KERW))aw — Ki(RY)) g |

ce qui prouve que 7}]5( g) €st également surjective. Par suite (en sommant sur
v), 'yélé(q) £ — Ko(R)g(g) l'est aussi. Or on a montré dans la preuve de la
proposition 11.1.6 que 7&'5((1) était injective, ce qui permet de conclure. Ol
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Remarque 11.2.6. Les auteurs de 'article [17] ont oublié de faire une dis-
tinction entre le cas algébriquement clos et le cas général. La preuve qui
consiste simplement & dualiser n’est en effet pas possible dans le cas général
puisque 'on a montré que le couplage 10.2 était parfait seulement dans le
cas algébriquement clos. De plus 'exposition précédente, inspirée de [1(], a
été faite dans le cas algebriquement clos.

Supposons pour le moment que I" soit fini, et choisissons sur I un ordre total :
i(0) <i(l)--- <i(r—1), our=]|I|
Pour k > r on pose i(k) = i(k'), ou k" est le reste de k modulo r.

Définition 11.2.5. Soit M € R(v)—fmod. On définit par récurrence les
suites (Mg)k>0 €t (Yr)r>o

My =M et yo=ei0)(M),
pour k >0, My = @?fk)(Mk) et Yr1 = Cighr1) (Mygr)-

Remarque 11.2.7. Soit M € R(v)—fmod et (yx) la suite d’entiers corres-
pondante. On voit facilement par récurrence que

My € R(v — yoi(0) — y1i(1) — - - - — yp_1i(k — 1)) —fmod,

ce qui montre que Y, yx < |v|. Supposons l'inégalité stricte, il existe alors
s tel que y,, = 0 des que k > s, tel que y,_1 # 0 et tel que ZZ;E Y < |v|. Ainsi
M; est un R(v')-module non nul, avec v’ # 0 (d’apres ce qui précede) et est
tel que ;) (M) = 0 pour tout k£ > s. En d’autres termes, &;(M,) = 0 pour
tout ¢ € I, ce qui implique d’apres la remarque 11.2.2 que 1(k).Mg = 0 pour
tout k € Seq(v'), donc que 1.M; = 0, c’est-a-dire My = 0. C’est absurde.
En conclusion la suite (yx) est presque nulle et vérifie

Zyk = |y|.

k>0

Lemme 11.2.10. Soient M, N € R(rv)—fmod irréductibles et (yz), (2x) les
suites d’entiers respectives correspondantes. M et N sont isomorphes, a dé-
calage de la graduation pres, si et seulement si les suites d’entiers (yy) et (zx)
sont égales.
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Démonstration. L’'implication directe est immédiate, la réciproque se montre
par récurrence (sur la "longueur"' de la suite d’entier, finie d’apres la remarque
précédente), en utilisant la remarque 11.2.5 et le corollaire 11.2.2. O

Corollaire 11.2.3. L’ordre lexicographique sur les suites d’entiers : (y) >
(zp) si il existe ¢t > 0 tel que

Yo =20, Y1 = 21, -y Ye—1 = Zi—1 €0 Yy > 2,
induit un ordre total sur B/,.

Démonstration. On associe a b € B!, la suite d’entiers correspondants au
R(v)-module irréductible Sy. Le caractere antisymétrique de 'ordre induit
est conséquence du lemme précédent. Les autres axiomes d’un ordre total
sont immédiatement vérifiés. O

Définition 11.2.6. Soit b € B!, on note Y} le R(v)-module gradué projectif
P;, ou i € Seqd(v) est défini par

i=i(s)¥) ... i (1)) 4(0)w0),

ou s est n'importe quel entier positif tel que y, = 0 pour tout k > s (voir la
remarque 11.2.7).

Lemme 11.2.11. Soient M € R(v)—fmod irréductible et (y;) la suite d’en-
tier associée. On a, pour tout s > 0, I'isomorphisme de R’-module gradué

6?(55) 00 6;1*1(11) © 6?(00)(M)

~ (~vs [wol T ][l | = yie(yn — 1)
B (5?(5>°"‘°E?(11>05?00>(M)> {22 |

ou R = R(V —y0i(0) —yri(1l) — -+ — ysi(S))-

Démonstration. Notons n = yg et i = i(0). D’apres le lemme 11.2.4, A,,;(M)
est isomorphe en tant que R(v — ni) ®x R(ni)-module gradué a N @y L(i"),
ou N est un R(v — ni)-module gradué irréductible. Par transitivité de la
restriction (voir la preuve du lemme 11.2.6), e# = Res’ "™ o A, ce qui

prouve que e?(M) est complétement réductible et coincident donc avec son
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socle. D’apres le lemme 11.2.8, on a alors 'isomorphisme de R(l/ — yoz’(O))—
module gradué

~ Yy —1)
ety (30 = 2 apyo { e UL

Par récurrence sur s et en remarquant que les foncteurs e; commutent avec
les décalages de graduations (puisque c’est le cas pour les restrictions et le
passage au socle), on obtient le résultat. O

Proposition 11.2.3. Soit I' non nécessairement fini et v € N[I]. On a les
isomorphismes homogenes d’espaces vectoriels gradués

ch@)R(u)Sb:O sib<ec et Y;;w®R(u)Sb:k-

Démonstration. On suppose pour commencer que I' est fini.
Soient (yx) et (zx) les suites d’entiers respectivement associées a Sy et S.. On
suppose b < ¢, donc l'existence d'un ¢ > 0 tel que

Yo =20, Y1 = 215 -+, Yt—1 = Zt—1 €L Yp > Z.

D’apres le lemme précédent, on a 'isomorphisme homogene de module

) [z0)'[z1]"+ [z6—1]'

eiz(t:n 00 ey 0 €5 (Sp) = (é?(t;m 00 €y 0 € (S

Cela prouve (puisque z; > y;) que

Cile) © Cifemn) © 7 0 iy © €y () = 0,
et par suite que
Zs ...o0e’t 0 —
€ils) © "7 O €il) © €5y (S6) = 0,

ou s est tel que zp = 0 pour tout k > s. Par transitivité de la restriction et
du fait que la somme des zj est |v| (voir la remarque 11.2.7), le k-module
gradué e}, oef(tt‘_ll) o---oejy oej (Sp) n'est autre que 1(3).S,, ot i € Seqd(v)
est défini par

i=i(s)) ... i (1)) 4(0)¢0).

D’apres le corollaire 10.4.1 et le lemme 3.3.1, on a alors
VY ®r() Sp = iP @ppy Sy = 1(4).9, = 0.
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Quant a la deuxiéme affirmation, en utilisant les mémes arguments que pré-
cédemment, on a I'isomorphisme de module gradué

i! . ~J S
(Y;Jw O Rw) Sb) {_<7'>} = ei'}(s) R ei}(ll) © G?FO)(Sb)’

ott 1 = i(s)¥) ... i(1)¥) §(0)#) et s tel que y, = 0 pour tout k& > s. Or
d’apres le lemme précédent,

il

i) © " © €ty © i) (5h) = (g?(ss) 000 5?50)(&» {=(®}.

E?i’(ss) 0 oéfi”(ll) ) E’;‘.’((’O)(Sb) est d’apres la remarque 11.2.5 un k-espace vectoriel
gradué irréductible, il est donc isomorphe, & décalage de la graduation pres,
a k en tant qu’espace vectoriel gradué, ce qui est donc également le cas pour
Y},w ®R(v) Sb-

Le cas général ou I' n’est pas nécessairement fini s’en déduit en remarquant
que Supp(v) est lui fini (il suffit de travailler dans le graphe fini induit par I’
et dont les sommets sont les éléments de Supp(v)). O

Remarque 11.2.8. Remarquons deux erreurs dans 1’énoncé de cette propo-
sition dans l'article [17, proposition 3.20], les auteurs y ont écrit HOM(-,-) a
la place de ¥ @p(,) -. Il est trés probable, d’aprés la remarque 10.4.2, qu'’ils
n’aient pas fait la distinction. Quant & l'autre erreur, c’est d’avoir inversé
I'inégalité entre b et c.

Théoréme 11.2.2. v: Af — Ky(R) est un isomorphisme de .A-algebre gra-
duée (sur N[I]) qui vérifie en outre les propriétés énoncées dans la propriété
11.1.6. bialgebras.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, on a
(Yo, Sp) =0 sib<c et (Y,,S,) =¢" aveca € Z,

ou (-,-) désigne le couplage 10.2. D’aprés le lemme 2.2.2; cela prouve que
la famille (Y}), est une base dans le A-module Ky(R(v)), et par suite que
Papplication v : Af — Ko(R(v)) est surjective. La proposition 11.1.6 permet
de conclure. O

Question 11.2.1. D’aprés cet isomorphisme et ses propriétés on voit que
les images de [Res] ont toujours un antécédent dans Ky(R) ®4 Ko(R). La
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question est de savoir si [K] est injective ou, plus particulierement, si I'anté-
cédent précédent est unique. Une réponse positive permettrait alors de définir
de manieére intrinseque (i.e. avec [Res|) la comultiplication dans Ky(R), de
telle sorte que v et g deviennent des isomorphismes respectivement de A-
bialgebre tordue et @Q-bialgebre tordue. En d’autres mots, cela permettrait
de catégorifier également la comultiplication. Cette catégorification serait de
plus effective, dans le sens ou pour la calculer il suffirait de trouver une dé-
composition en somme directe des restrictions, ou les facteurs seraient de la
forme M ®y N. La proposition 10.5.1 est alors dans cette optique intéressante
puisqu’elle fournirait une regle de calcul.

11.3 Applications

Proposition 11.3.1. Le nombre de classes d’isomorphisme (& décalage de
graduation pres) de R(v)-module gradués irréductibles est le méme quel que
soit le corps k.

Démonstration. Immeédiat. O

Corollaire 11.3.1. Soit v € N[I] et k un corps quelconque. Un R(v)-module
(gradué) irréductible est absolument irréductible.

Démonstration. Admis. O

Lemme 11.3.1. Le couplage 10.4 défini sur Ko(R(v)) est a valeurs dans
Zlq,q7 '] (v),4, ot pour rappel

(v)g = gdimy (Sym(v)) =[] (H 1_1(]%) :

i€l \a=1

Démonstration. Conséquence du lemme 7.4.2. O
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